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5. Stipriai jungios komponentės
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14. ,,Kelk priekin” algoritmas

15. Maksimalaus srauto algoritmo taikymai

16. Grafu
‘
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Pratarmė

Šis konspektas nėra pažodinis nurodyto knygos skyriaus vertimas. Pagrindinis da-
lykas, kuris yra pasisklolintas ǐs šios knygos – medžiagos parinkimas, jos temu

‘
ǐsdėstymo

eilǐskumas. Sunku būtu
‘
čia rasti tobulesni

‘
ir originalesni

‘
būda

‘
. Mes stengėmės i

‘
piršti

sava
‘
ji
‘
kelia

‘
i
‘
grafu

‘
teorijos algoritmu

‘
supratima

‘
bei ju

‘
analize

‘
. Studijuodamas kiekviena

‘
tema

‘
, Skaitytojas turėtu

‘
pasiruošti grafinius algoritmu

‘
veikimo eskizus, jei tokie brėžiniai

nei
‘
dėti. Grafu

‘
vizualizacijos medžiaga bus paruošta artimiausioje ateityje.

1. Grafu
‘
reprezentacija

Grafa
‘

(multigrafa
‘
, digrafa

‘
, multidigrafa

‘
) žymėsime G = (V,E), čia V yra viršūniu

‘
aibė, o E – briaunu

‘
aibė (multigrafu

‘
atveju – multiaibė). Ju

‘
galios |V | = n ir |E| = m

vadinamos grafo eile ir jo didumu. Dažniausiai informacija apie grafus užrašoma sudarant
gretimumo sa

‘
rašus Adj[u]. Tai yra viršūnės u ∈ V gretimu

‘
ju

‘
viršūniu

‘
sa

‘
rašas (digrafu

‘
atveju – viršūniu

‘
, i

‘
kurias veda lankai ǐs u, sa

‘
rašas). Informacija gali būti pateikiama ir

matriciniais būdais.
Tuo tikslu reikia skaičiais {1, 2, ..., n} sunumeruoti grafo viršūnes. Pažymėkime aij

kieki
‘
briaunu

‘
, jungiančiu

‘
i-a

‘
ja

‘
ir j-a

‘
ja

‘
viršūnes multigrafe G, kai i 6= j, ir aii - dviguba

‘
kilpu

‘
, ǐsvestu

‘
ǐs i-os viršūnės, skaičiu

‘
. Kvadratinė matrica A = ((aij)), 1 ≤ i, j ≤

n, vadiname multigrafo gretimumo matrica. Jei multigrafas neturi kilpu
‘
, tai matricos

pagrindinėje i
‘
strižainėje yra nuliai. Multigrafo gretimumo matrica yra simetrinė.

Norėdami užfiksuoti, kurios briaunos jungia kurias viršūnes, i
‘
vedame dar viena

‘
matri-

ca
‘
. Dabar skaičiais {1, 2, ...,m} sunumeruojame ir briaunas. Multigrafu

‘
atveju, žinoma,

numeruojamos visos briaunos bei kilpos.
Matrica

‘
BG = B = (bij), 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, vadiname multigrafo incidentumo

matrica, jei

bij =


1, jei i viršūnė yra incidenti j briaunai, kuri nėra kilpa,

2, jei i viršūnė yra incidenti j briaunai, kuri yra kilpa,

0, jei i viršūnė nėra incidenti j briaunai.

Apibrėžiant multidigrafo gretimumo bei incidentumo matricas, atsižvelgiama i
‘

bri-
aunos (lanko) krypti

‘
. Gretimumo matricos elementai aij lygūs skaičiui briaunu

‘
, ǐsvestu

‘
ǐs i-tos i

‘
j-a

‘
viršūne

‘
. Kilpos atveju skaičius nebedvigubinamas. Digrafo gretimumo ma-

trica nebūtinai simetrinė.
Bekilpiam multidigrafui incidentumo matricos elementai

bij =


1, jei i yra pradinė j briaunos viršūnė,
−1, jei i yra galinė j briaunos viršūnė,
0, i viršūnė nėra incidenti j briaunai.

Jei i viršūnė yra incidenti kilpai, pažymėtai j numeriu, tai dažnai vartojamas žymuo
bij = −0.
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Pateiksime viena
‘

i
‘
vestu

‘
ju

‘
matricu

‘
sa

‘
ryši

‘
, rodanti

‘
, kad ne visos matricos gali būti

gretimumo ir incidentumo matricomis.

Teorema. Tarkime, G yra numeruotas multidigrafas be kilpu
‘
, A ir B – jo gretimumo

ir incidentumo matricos atitinkamai. Tada

BB′ = D −A.

Čia ′ žymi matricos transponavima
‘
, o D – diagonali matrica, kurios i

‘
strǐzainėje yra ǐs

eilės surašyti viršūniu
‘

laipsniai.

I
‘
rodymas. Jei cij – matricos BB′ bendrasis narys, tai

(1) cij =
m∑

l=1

bilbjl.

Todėl, kai i 6= j, sandauga bilbjl lygi 0 arba -1. Pastaroji lygybė yra teisinga tik tuo
atveju, kai xixj = el. Sudedant pagal l, -1 dauginsis ǐs tokio skaičiaus, kiek yra briaunu

‘
,

jungiančiu
‘
xi ir xj .

Kai i = j, cii yra matricos i
‘
strižainės narys. Matrica A turi nuline

‘
i
‘
strižaine

‘
. Dabar

(1) suma lygi briaunu
‘
, ǐsvestu

‘
ǐs xi skaičiui.

Teorema i
‘
rodyta. �

2. Paieška i
‘
ploti

‘

Užduotis: Pradėjus fiksuota viršūnės s reikia atrasti (pereiti) visas pasiekiamas grafo
(digrafo) viršūnes keliaujant jo briaunomis (digrafe – jos kryptimi).

Tako u − v ilgiu vadinamas pereinamu
‘

briaunu
‘

grafe skaičius. Atstumu tarp u ir v
vadinamas minimalus tako ilgis. Žymėsime δ(u, v). Susitariama, kad δ(u, v) = ∞, jei
u nepasiekiama ǐs v. Jei x, u, y – trys gretimos viršūnės, esančios take, tai x vadinsime
viršūnės u tėvu, o y – jos vaiku.

Paieškos i
‘

ploti
‘

algoritmas atlieka nurodyta
‘

užduoti
‘
. Ji

‘
realizuojant, informacija

pateikiama grafo gretimumo sa
‘
rašu. Vykdant algoritma

‘
viršūnėms priskiriami skaiti-

nis d[u], spalvos c[u] bei tėvystės π[u] atributai. Taip pat formuojama apdorojamu
‘

viršūniu
‘
eilė Q. Jos pirma

‘
ji
‘
elementa

‘
žymėsim h[Q] ir vadinsim galva. Naujos viršūnės v

prirašymas šios eilės gale bus operacija ENQUEUE(Q, v), o galvos ǐsėmimas ǐs sa
‘
rašo –

operacija DEQUEUE(Q). Kai atributas vǐsūnei nepriskiriamas ji
‘
prilyginsime NIL-ui.

Simboliniais kodais paieškos i
‘
ploti

‘
algoritma

‘
galima užrašyti taip:
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P-Plot(G, s):

1 for each u ∈ V − {s}

2 do c[u]← balta

3 d[u]←∞

4 π[u]← NIL

5 c[s]← pilka

6 d[s]← 0

7 π[s]← NIL

8 Q← {s}

9 while Q 6= ∅

10 do u← h(Q)

11 for each v ∈ Adj[u]

12 do if c[v] = balta

13 then c[v]← pilka

14 d[v]← d[u] + 1

15 π[v]← u

16 ENQUEUE(Q, v)

17 DEQUEUE(Q)

18 c[u]← juoda

END

Taigi, 1-4 eilutės inicializuoja atributus, Q pradedama 8 eilutėje, ji visada tesiama
pilkomis viršūnėmis. 9–18 eilutės – sudaro pagrindine

‘
algoritmo dali

‘
.

I
‘
vertinkime procedūros P-Plot(G, s) vykdymo trukme

‘
. Vienos viršūnės i

‘
jungimas i

‘
eile

‘
Q procedūra ENQUEUE(Q, s) užtrunka O(1) laiko, tiek pat – DEQUEUE(Q). I

‘
eile

‘
viršūnė patenka po 11 žingsnio ir tik baltos viršūnės. Tad, viršūnė patenka ne daugiau
kaip viena

‘
karta

‘
. Išmetimas ǐs sa

‘
rašo, jei viršūnė ten buvo, vykdomas tik karta

‘
. Vadinasi,

šios procedūros trunka O(|V |) = O(n) laiko vienetu
‘
.

Gretimumo sa
‘
rašas skaitomas tik viena

‘
karta

‘
. Jo eilučiu

‘
ilgiu

‘
suma lygi O(|E|) =

O(m). Taigi, algoritmo P-Plot(G, s) vykdymo laikas yra O(|V |+ |E|) = O(n + m).
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Išnagrinėkime eskiza
‘
.

Ka
‘
randame i

‘
vykde

‘
algoritma

‘
? Vienos viršūnės nudažytos juodai, kitos baltai, turime

atributu
‘
d[v] baigtines arba begalines reikšmes. Yra užfiksuoti protėviai π[v]. Pasirodo,

kad to pakanka nurodyti viena
‘
ǐs trumpiausiu

‘
s− v taku

‘
, kuri

‘
žymėsime T (s, v), nurody-

dami jame esančias briaunas. Griežtai kalbant, realizavus algoritma
‘
mes randame dy-

džius, nurodytus šioje teoremoje.

1 teorema. I
‘
vykdžius algoritma

‘
, turime

1) kiekvienai v ∈ V

δ(s, v) = d[v];

2) atributas d[v] = ∞, kuri
‘

turi baltosios viršūnės, nurodo visas nepasiekiamas ǐs s
viršūnes;

3) kiekviena juoda viršūnė v yra pasiekiama ǐs s, be to, vienas ǐs trumpiausiu
‘
ju
‘

taku
‘

T (s, v) gali būti apibrėžtas rekurentǐskai: T (s, s) = {∅} ir T (s, v) = T (s, π[v]) + π[v]v.

Keleta
‘
reikalingu

‘
pastebėjimu

‘
pateiksime lemomis.
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1 lema. Jei (u, v) ∈ E, tai δ(s, v) ≤ δ(s, u) + 1. Čia taip pat laikoma, jog ∞ ≤∞+ 1.

I
‘
rodymas. Akivaizdu. �

2 lema. I
‘
vykdžius algoritma

‘
, δ(s, v) ≤ d[v] kiekvienai v ∈ V .

I
‘
rodymas. Jei v nepateko i

‘
eile

‘
Q, ji ǐslieka balta ir po inicializavimo δ[v] = ∞. Tad

lemos tvirtinimas šiuo atveju trivialus.
Patekusias i

‘
sa

‘
raša

‘
Q viršūnes galime sunumeruoti pagal patekimo laika

‘
ir ši

‘
numeri

‘
galime laikyti indukcijos parametru. Pirmajai viršūnei s turime d[s] = 0 ir δ(s, s) = 0,
tad pirmasis indukcijos žingsnis atliktas.

Tegu lema
‘

jau i
‘
rodėme dėl ankstesniu

‘
viršūniu

‘
ir v yra sekanti mūsu

‘
numeracijoje

viršūnė. Ji pateko i
‘
eile

‘
, kai buvo nagrinėjamas, kažkokios jau pilkos viršūnės u = h(Q),

gretimumo sa
‘
rašas. Todėl v ∈ Adj[u] ir pagal indukcijos prielaida

‘
gauname, kad d[u] ≥

δ(s, u). Eilutėje 14 priskyrėm d[v] = d[u] + 1. Vadinasi, d[v] ≥ δ(s, u) + 1. Pasinaudoje
‘
1

lema, baigiame ir ši
‘
indukcijos žingsni

‘
. �

3 lema. Kiekvienai eilei Q = {v1, . . . , vr}, čia v1 = h[Q] yra jos galva, atsiradusiai
vykdant algoritma

‘
, turime d[vi] ≤ d[vi+1], 1 ≤ i ≤ r − 1, ir d[vr] ≤ d[v1] + 1.

I
‘
rodymas. Žodis ”kiekvienai” tiesiog i

‘
pareigoja taikyti indukcija

‘
sa

‘
rašu

‘
Q atžvilgiu.

Tad, juos reikia kažkaip sustatyti i
‘
eile

‘
. Nauji sa

‘
rašai atsiranda vykdant ENQUEUE(Q, s)

ir DEQUEUE(Q). Galime atskirai surikiuoti i
‘
eile

‘
sa

‘
rašus Q vykdant šias procedūras.

Pirmuoju atveju, jei Q = {s}, tai d[s] = 0 ir tvirtinimas yra teisingas. Tegu jis
teisingas eilei Q = {v1, . . . , vr} ir jos gale i

‘
rašom vr+1. Pastebėkime, kad vr+1 ∈ Adj[v1].

Tad, d[vr+1] = d[v1] + 1 ir pagal indukcine
‘
prielaida

‘
d[vr] ≤ d[v1] + 1. Iš čia matome, kad

d[vr] ≤ d[vr+1]. Tvirtinimas šiai sa
‘
rašu

‘
daliai i

‘
rodytas.

Panašiai DEQUEUE(Q) metu eilė Q = {v1, . . . , vr} keičiasi i
‘
Q = {v2, . . . , vr}. Mono-

tonǐskumas akivaizdžiai ǐslieka net ir tuščios eilės atveju. Be to, d[vr] ≤ d[v1] + 1 ≤
d[v2] + 1.

Lema i
‘
rodyta. �

Gri
‘
žtame prie 1 teoremos i

‘
rodymo. Jei v yra nepasiekiama ǐs s, tai δ(s, v) =∞. Tad,

pasinaudoje
‘
2 lema, matome, kad ši viršūnė negalėjo patekti i

‘
eile

‘
Q, vadinasi, jos spalva

yra balta, tėvas neapibrėžtas, o atributas d[u] =∞ po inicializacijos ǐslieka nepakite
‘
s.

Nagrinėkime pasiekiamas viršūnes. Joms δ(s, v) <∞. Suskirstykime jas i
‘
sluoksnius

Vk = {v ∈ V : δ(s, v) = k}, k = 0, 1, . . . .

Reikia i
‘
rodyti, kad sluoksnio viršūnėms d[v] = k, kad jos yra juodos ir kad egzistuoja

trumpiausias takas T (s, v). Naudosimės indukcija k atžvilgiu. Kai V0 = {s}, visi tvir-
tinimai akivaizdūs. Tegu jau juos i

‘
rodėm sluoksniui Vk−1. Tad, jei u ∈ Vk−1, turime

d[u] = k− 1, ji yra juoda ir T (s, u) apibrėžtas teoremoje nurodyta rekurenčiuoju sa
‘
ryšiu.

Kadangi pagal 3 lema
‘
priskiriami atributai d[u] sudaro nemažėjančia

‘
seka

‘
, viršūnė v ǐs

sluoksnio Vk negali būti atrasta anksčiau negu buvo ǐsnagrinėtos visos prieš tai buvusiu
‘

sluoksniu
‘
viršūnės. Iš tiesu

‘
, priešingu atveju gavusi atributa

‘
d[v], neviršijanti

‘
k−1, pagal

2 lema
‘
turėtu

‘
būti arčiau nuo s nei per k − 1.
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Aǐsku, kad v ∈ Vk yra gretima kažkokiai viršūnei u ǐs Vk−1, t.y. v ∈ Adj[u]. Vadinasi,
ji bus aptikta ir 14 žingsnyje priskirta d[v] = d[u] + 1 = k − 1 + 1 = k. Todėl ir
d[u] = δ(s, u). Tuo metu u yra pilka ir yra eilės Q galva. Panašiai, 15-ame žingsnyje
rastas tėvas π[v] = u. Todėl takas T (s, u)+uv turės ilgi

‘
k. Kadangi ir atstumas iki s yra

k, šis takas ir yra vienas ǐs trumpiausiu
‘
ju

‘
taku

‘
. �

Pasiekiamos ǐs s viršūnės yra vienoje nagrinėjamo grafo komponentėje. Digrafo atveju
nebūtinai stipriojoje komponentėje, kuri apibrėžiama, kaip pografis, kuriame ǐs bet kokios
viršūnės einant briaunu

‘
kryptimis patenkama i

‘
bet kuria

‘
jo viršūne

‘
. Realizave

‘
algoritma

‘
,

galime apibrėžkime protėviu
‘

pografi
‘

Gπ = (Vπ, Eπ), imdami

Vπ = {v ∈ V : ; π[v] 6= NIL} ∪ {s}

ir

Eπ =
{
(π[v], v) ∈ E: v ∈ Vπ − {s}

}
.

2 teorema. Protėviu
‘

pografis yra medis, kuriame kiekviena viršūnė yra pasiekiama ǐs s
vieninteliu trumpiausiuoju keliu.

I
‘
rodymas. Kaip pastebėjome i

‘
rodydami 1 teorema

‘
, tėvai yra priskiriami visoms pasieki-

amoms ǐs s viršūnėms, todėl protėviu
‘
pografis yra jungus. Jo didumas |Eπ| = |Vπ| − 1,

todėl jis yra medis. Medyje dvi viršūnes jungia tik vienas takas. Lieka i
‘
žvelgti, kad šis

takas sutampa su 1 teoremoje nurodytu trumpiausiuoju taku. �

Šioje teoremoje apibrėžtas medis vadinamas paieškos i
‘

ploti
‘

medžiu.

UŽDUOTIS. Sudarykite programa
‘
, spausdinančia

‘
paieškos i

‘
ploti

‘
medi

‘
.

3. Paieška i
‘
gyli

‘

Tikslas – atrasti visas grafo (digrafo) viršūnes, vadovaujantis strategija: sekančia
‘

viršūne
‘
atrasti einant briauna, ǐsvesta ǐs ka

‘
tik atrastos viršūnės. Jei tokiu

‘
briaunu

‘
nėra,

gri
‘
žti vienu žingsniu atgal ir vėl vadovautis minėta strategija. Jei jau gri

‘
žome i

‘
pačia

‘
pirma

‘
viršūne

‘
, ir nebeturime neatrastu

‘
jai gretimu

‘
, tai peršokame i

‘
dar neatrasta

‘
grafo

viršūne
‘
ir te

‘
siame procesa

‘
. Taip yra suformuojmas jungiantysis grafo mǐskas. Paieškos i

‘
ploti

‘
algoritme mes gavome tik jungianti

‘
ji
‘
vienos grafo komponentės medi

‘
.

Kaip ir paieškoje i
‘

ploti
‘
, algoritmo realizacijai reikalingas grafo gretimumo sa

‘
rašas.

Procedūroje viršūnei u ∈ V priskiriami skaitiniai laiko parametrai d[u] ir f [u], ǐsreǐs-
kiantys jos apdorojimo pradžios ir pabaigos laikus spalvos c[u] (balta, pilka ir juoda)
bei tėvystės π[u] atributai. Kai tėvystės atributas viršūnei nepriskiriamas ji

‘
prilyginsime

NIL-ui. Taip pat yra sekamas globalusis laikas, žymimas ”laikas”. Simboliniais kodais
paieškos i

‘
gyli

‘
algoritma

‘
galima užrašyti taip:
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P-Gyl(G):
1 for each u ∈ V

2 do c[u]← balta
3 π[u]← NIL

4 laikas ← 0
5 for each u ∈ V

6 do if c[u]=balta
7 then VISIT(u)

Čia VISIT(u) žymi procedūra
‘
:

VISIT(u):
1 c[u]← pilka
2 d[u]← laikas ← laikas+1
3 for each v ∈ Adj[u] (eik briauna uv)
4 do if c[v]=balta
5 then π[v]← u

6 VISIT(v)
7 c[u]← juoda
8 f [u]← laikas ← laikas+1
END

Taigi, 1-4 eilutėse yra inicializacijos komandos, o 7 ir 8-oji aprašo programos vykdyma
‘
.

Viršūnė u bus pilka visame absoliutaus laiko intervale [d[u], f [u]] ir tik jame. Kai ja
‘

nuspalviname juodai, 8 eilutėje pastumiame absoliutu
‘
ji
‘
laika

‘
vienetu ir pradedame kito

medžio formavima
‘
. Taip reaizuojant programa

‘
yra randamas jungiantysis mǐskas:

Gπ = (Vπ, Eπ), Vπ = V, Eπ = {π[v]v: v ∈ V, π[v] 6= NIL}.

Pastebėkim, kad tėva
‘
turi tos viršūnės u, kurioms buvo kviestas VISIT(u).

Aǐsku, kad 1-3 komandu
‘

vykdymas trunka O(|V |) laiko vienetu
‘
. Panašiai, ir 5-6.

Eilutėje 7 VISIT ǐskviečiama ne daugiau kaip |V | kartu
‘
. Kaip rodo jos 3-6 eilutės, ši

procedūra yra vykdoma kiekvienai sa
‘
rašo Adj[u] viršūnei, tad ǐs viso ne daugiau kaip

∑
u∈V

|Adj[u]| = O(|E|)

laiko vienetu
‘
. Vadinasi, P-Gyl(G) vykdymo trukmė yra O(n + m).
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Algoritmo vykdymo eiga atspindėta brėžinyje:

Algoritmas akivaizdžiai atranda visas viršūnes, nes ”peršoka” prie viršūniu
‘
, nepateku-

siu
‘
i
‘
ankstesnius medžius. Korektǐskumas yra akivaizdus. I

‘
sirodysime keleta

‘
paprastesniu

‘
teoriniu

‘
šio algoritmo savybiu

‘
.

1 lema (skliaustu
‘
l.) Vykdant P-Gyl(G) grafe G kiekvienai porai u, v ∈ V turime

viena
‘

ǐs triju
‘

galimybiu
‘
:

(i) intervalai
[
d[u], f [u]

]
ir

[
d[v], f [v]

]
nesikerta;

(ii)
[
d[u], f [u]

]
⊂

[
d[v], f [v]

]
ir u bei v yra viename jungiančio mǐsko medyje, be to, u

šiame medyje pasirodo vėliau nei v (u yra v palikuonis);
(iii)

[
d[v], f [v]

]
⊂

[
d[u], f [u]

]
ir u bei v yra viename jungiančio mǐsko medyje, be to, v

tokiame medyje pasirodo vėliau nei u (v yra u palikuonis).

I
‘
rodymas. Galima tarti, kad d[u] < d[v]. Jei turėtume, kad ir d[v] < f [u], tai reikštu

‘
,

jog v buvo atrasta iki u nagrinėjimo pabaigos. Pagal algoritmo strategija
‘
v turėjo būti

baigta nagrinėti anksčiau. Vadinasi, f [v] < f [u] ir turime atveji
‘

(iii). Be to, v yra u
palikuonis.

Jei d[v] > f [u], intervalai nesikirstu
‘
ir turėtume atveji

‘
(i).

Kai d[u] > d[v], pakartojami tie patys samprotavimai. �
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Paieškos i
‘
gyli

‘
algoritmo savybės atspindėtos šioje schemoje:

Akcentuokime toki
‘
patogu

‘
”palikuonio” kriteriju

‘
:

Išvada. Viršūnė v ∈ V yra u ∈ V palikuonis jungiančiajame mǐske tada ir tik tada,
kai

d[u] < d[v] < f [v] < f [u].

Kitas būsimu
‘
palikuoniu

‘
atpažinimo kriterijus yra gaunamas ǐs šios lemos.

2 lema (balto tako l.). Viršūnė v ∈ V bus u ∈ V palikuonis jungiančiajame mǐske
tada ir tik tada, kai momentu d[u] egzistuoja baltu

‘
viršūniu

‘
u− v takas.

I
‘
rodymas. Tegu v yra u ∈ V palikuonis. Abi viršūnės priklausys tam pačiam medžiui,

gautam realizavus algoritma
‘
. Bet kuri šio tako viršūnė w 6= u taip pat yra u palikuonis.

Vadinasi, laiko momentu d[u] ji bus neatrasta, todėl dar balta.
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Tegu dabar yra momentas d[u] ir mes galėtume patekti i
‘

v ǐs u eidami baltosiomis
viršūnėmis. Tarkime, kad vykdant P-Gyl(G) viršūnė v, deja, nepateko i

‘
ta

‘
pati

‘
medi

‘
kaip

u. Galim tarti, jog v yra pirmoji tokia viršūnė baltajame take, o prieš tai buvusi balta
viršūnė w buvo atrasta ir todėl pateko i

‘
jungiančiojo mǐsko medi

‘
kartu su u. Vadinasi,

f [w] < f [u], kai w 6= u. Galėjo būti ir w = u. Bet v ∈ Adj[w], todėl ji turėjo būti atrasta
ir apdorota iki momento f [w]. Laiko intervalams gauname[

d[v], f [v]
]
⊂

[
d[w], f [w]

]
⊂

[
d[u], f [u]

]
.

Suskliaudimo lema sako, kad v yra u palikuonis. �
Grafo vidiniu

‘
savybiu

‘
tyrimui, pvz., jo ciklǐskumo nustatymui, reikalinga jo briaunu

‘
klasifikacija, ǐsplaukianti ǐs P-Gyl(G) algoritmo realizacijos. Apibrėšime keturias briaunu

‘
rūšis.

Briauna uv, patekusi i
‘

viena
‘

ǐs jungiančiojo mǐsko medžiu
‘
, kai v buvo atrasta tuoj

po u, vadinama medžio briauna. Kilpa arba briauna uv, kai v buvo protėvis viršūnei u
kažkokiame medyje, vadinama gri

‘
žtančia

‘
ja. Tiesioginė briauna uv jungia protėvi

‘
u su

palikuoniu v. Likusios briaunos vadinamos skersinėmis. Jos jungia skirtingus medžius
arba vieno medžio viršūnes, kurios nėra viena kitai protėviais arba palikuonimis.

Prisimine
‘

spalvos atributa
‘
, galime pastebėti tokius briaunu

‘
klasifikavimo kriterijus.

Tegu v buvo pastebėta P-Gyl(G) metu po u einant briauna uv, tai
(i) jei v balta, tai uv yra medžio briauna;
(ii) jei v pilka, tai uv – gri

‘
žtanti;

(iii) jei v juoda, tai uv – tiesioginė arba skersinė briauna.
3 lema. Neorentuotame grafe kiekviena briauna yra arba medžio briauna, arba gri

‘
ž-

tanti.
I
‘
rodymas. Trivialus. �

Algoritma
‘
pritaikykime digrafo savybėms tirti.

Teorema. Digrafas yra beciklis tada ir tik tada, jei P-Gyl(G) neduoda gri
‘
žtančiu

‘
briaunu

‘
.

I
‘
rodymas. Jei yra gri

‘
žtanti, tai ciklo egzistavimas akivaizdus.

Tegu digrafas turi cikla
‘
C. Tegu u ir v priklauso jam ir v yra pirmoji ciklo viršūnė,

kuri turi būti atrasta einant ǐs u briauna uv. Momentu d[v] yra baltu
‘
viršūniu

‘
takas ǐs v

i
‘
u prieš ciklo krypti

‘
, kuris lygus C − uv. Balto tako lema leidžia tvirtinti, kad u buvo

atrasta vėliau nei v, t.y. u yra v palikuonis. Vadinasi, briauna uv yra gri
‘
žtančioji. �

4. Topologinis rūšiavimas

Nagrinėkime beciklius digrafus. Norime surikiuoti visas viršūnes tiesėje taip, kad visos
jas jungiančios briaunos eitu

‘
ǐs kairės i

‘
dešine

‘
. P-Gyl(G) atlieka šia

‘
užduoti

‘
.

Teorema. Jei f [u] yra viršūniu
‘

apdorojimo laiko pabaigos atributai, tai viršūniu
‘

nu-
meracija su savybe

f [u1] > · · · > f [un]

duoda topologini
‘

rūšiavima
‘
.
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I
‘
rodymas. Reikia i

‘
sitikinti, kad kiekvienai digrafo briaunai uv turime f [v] < f [u]. Jei

einant ǐs u i
‘
v viršūnė v yra pilka, tai uv yra gri

‘
žtanti briauna. Pagal prieš tai buvusia

‘
teorema

‘
, grafas turėtu

‘
cikla

‘
. Prieštara sa

‘
lygai rodo, kad v yra juoda arba balta. Pirmu

atveju, f [v] < f [u] pagal juodo spalvinimo taisykle
‘
. Antruoju atveju v yra palikuonis ir

skliaustu
‘
lema duoda ta

‘
pačia

‘
ǐsvada

‘
. �

5. Stipriai jungios komponentės

Dirbtinio intelekto uždaviniuose tenka ǐsskirti digrafo G = (V,E) pografius G′ =
(V ′, E′), (V ′ ⊂ V ir E′ ⊂ E), kurie turi savybe

‘
: bet kokias dvi viršūnes ǐs V ′ jungia

takai u v bei v  u. Pastara
‘
ji
‘
tako žymėjima

‘
naudojame, jeigu yra einama jo briaunu

‘
kryptimis. Ieškoma tokiu

‘
didžiausios eilės pografiu

‘
. Pateiksime keleta

‘
grafu

‘
teorijoje

nusistovėjusiu
‘
sa

‘
voku

‘
.

Apibrėžimas. Pografis G′ = (V ′, E′) < G = (V,E) vadinamas indukuotuoju, jei
briaunu

‘
aibe

‘
E′ sudaro visos briaunos ǐs E, kurios jungia V ′ viršūniu

‘
poras.

Apibrėžimas. Didžiausios eilės indukuotasis pografis G′ = (V ′, E′), tenkinantis
sa
‘
lyga

‘
: kiekvienai porai u, v ∈ V ′ turi takus u v bei v  u, vadinamas stipriai jungia

komponente (SJK).

Pastebėkime, kad yra teisinga tokia lema.

1 lema. Jei u ir v priklauso stipriai jungios komponentės C viršūniu
‘

aibei V (C), tai
visos taku

‘
u v bei v  u viršūnės taip pat jai priklauso.

I
‘
rodymas. Tegu u w  v. Pagal SJK apibrėžima

‘
egsistuoja takas v  u. Vadinasi,

u w ir w  u per v. Todėl u ir w priklauso C. �
Dažnai naudojamas komponenčiu

‘
digrafas, gaunamas sutraukiant SJK i

‘
viena

‘
viršūne

‘
.

Pastebėkite, kad komponenčiu
‘
digrafas yra beciklis.

Apibrėžimas. Digrafo G = (V,E) transpozicija vadinamas grafas GT = (V,ET ), čia
briaunu

‘
aibė ET turi savybe

‘
: uv ∈ ET tada ir tik tada, jei vu ∈ E.

Aǐsku, kad SJK grafe G ir GT turi ta
‘
pačia

‘
viršūniu

‘
aibe

‘
. Kaip rasti SJK-tes? Aǐsku,

kad pakaks rasti ju
‘
viršūniu

‘
aibiu

‘
rinkini

‘
. Išnagrinėsime Tarjan’o pasiūlyta

‘
algoritma

‘
,

kuris remiasi P-Gyl(G) procedūra.

SJK(G):

1. Iškviesk P-Gyl(G) ir rask f [u] kiekvienai u ∈ V .
2. Rask GT ir sunumeruok viršūnes f [u] mažėjimo tvarka.
3. Iškviesk P-Gyl(GT ) ir rask jungianti

‘
ji
‘
mǐska

‘
.

4. Jungiančiu
‘
ju

‘
medžiu

‘
viršūniu

‘
aibės yra SJK-čiu

‘
viršūniu

‘
rinkiniai.

Pastebėkime, kad 2 žingsnyje beciklio GT atveju atliekamas jo topologinis surūšiavi-
mas. Visos procedūros vykdomos per O(n + m) laiko vienetu

‘
.

Reikia i
‘
rodyti, kad šis algoritmas yra korektǐskas.

Teorema. SJK(G) suranda SJK-čiu
‘

viršūniu
‘

aibes (pačias SJK).

I
‘
rodyma

‘
skaldysim i

‘
keleta

‘
paprastesniu

‘
tvirtinimu

‘
.
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2 lema. Vykdant P-Gyl(G), visos vienos SJK-tės viršūnės patenka i
‘
viena

‘
jungiančiojo

mǐsko medi
‘
.

I
‘
rodymas. Tegu u yra pirma atrasta viršūnė ǐs SJK-tės. Momentu d[u] egzistuoja balti

takai i
‘
visas šios komponentės viršūnes. Baltojo tako lema tvirtina, kad jos pateks i

‘
ta

‘
pati

‘
medi

‘
. �

Labai reta, bet patogi sa
‘
voka pateikiama sekančiame apibrėžime.

Apibrėžimas. Viršūnės u ∈ V pirmtaku vadinama Φ(u) ∈ V , jei egzistuoja u Φ(u)
ir atributas f [Φ(u)] yra maksimalus.

Gali būti, kad Φ(u) = u. Pirmtako savybės:
(i) f [u] ≤ f [Φ(u)].
I
‘
rodymas. Akivaizdu. �

(ii) Jei u v egzistuoja, tai f [Φ(v)] ≤ f [Φ(u)].
I
‘
rodymas. Pasiekiamu

‘
ǐs u viršūniu

‘
aibė yra nesiauresnė nei ǐs v. Todėl ir atributo f

maksimumas yra nemažesnis. �
(iii) Φ(Φ(u)) = Φ(u).
I
‘
rodymas. Kadangi u  Φ(u), tai pagal (ii) f [Φ(Φ(u))] ≤ f [Φ(u)]. Pagal (i) turime

f [Φ(u)] ≤ f [Φ(Φ(u))]. Iš lygybės f [Φ(u)] = f [Φ(Φ(u))] ǐsplaukia tvirtinimas. �
Iš anksto pasakysime, kad SJK-tės viršūnės turi ta

‘
pati

‘
pirmtaka

‘
. Jis bus GT vieno ǐs

jungiančiojo mǐsko medžiu
‘
šaknu

‘
.

3 lema. Vykdant P-Gyl(G), bet kokios viršūnės u pirmtakas Φ(u) yra ir jos prosenelis,
t.y. medyje eina prieš u.

I
‘
rodymas. Jei Φ(u) = u, i

‘
rodyta.

Jei ne, nagrinėkim viršūnes momentu d[u]. Yra trys atvejai:
a) Φ(u) yra juoda. Todėl f [Φ(u)] < f [u]. Tai prieštarauja (i) savybei.
b) Φ(u) yra pilka. Dabar Φ(u) yra u prosenelis. Tvirtinimas i

‘
rodytas.

c) Φ(u) yra balta. Nagrinėjam taka
‘
u  Φ(u). Jei visos jo viršūnės būtu

‘
baltos, tai

pagal balto tako lema
‘
Φ(u) yra u palikuonis. Bet tada f [Φ(u)] < f [u]. Tai prieštarautu

‘
(i). Vadinasi, take turėtu

‘
būti paskutinė nebalta viršūnė, sakykim w. Pastarosios spalva

negali būti juoda, nes niekada nėra briaunu
‘
ǐs juodo viršūnės i

‘
balta

‘
. Jei w pilka, tai egzis-

tuoja baltas takas nuo jos iki Φ(u), kuri bus w palikuonis. Ir vėl gauname f [Φ(u)] < f [w].
Tai prieštarautu

‘
f [Φ(u)] maksimalumui. Išnagrinėje

‘
visus atvejus baigėme i

‘
rodyma

‘
. �

Išvada. Viršūnės u ir Φ(u) priklauso tai pačiai SJK-tei.
I
‘
rodymas. Pagal apibrėžima

‘
turime taka

‘
u  Φ(u). Pagal 3 lema

‘
gavome, kad Φ(u)

yra prosenelis, todėl egzistuoja takas Φ(u) u. �
4 lema. Digrafe G = (V,E), u ir v yra vienoje SJK tada ir tik tada, jei turi ta

‘
pati

‘
pirmtaka

‘
.

I
‘
rodymas. Tegu Φ(u) = Φ(v). Ka

‘
tik i

‘
rodyta ǐsvada sako, kad u ir Φ(u) priklauso

vienai SJK. Panašiai, ir su v. Tad, abi jos priklauso vienai SJK.
Jei abi viršūnės yra vienoje komponentėje, tai egzistuoja takai u  v  u. Iš čia

ir pirmtako apibrėžimo ǐsplaukia lygybė f [Φ(u)] = f [Φ(v)]. Vadinasi, ir šiu
‘

viršūniu
‘

pirmtakas yra tas pats. �
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Išvada. Vykdant P-Gyl(G) SJK-j jos pirmtakas bus pirma atrasta viršūnė ir pasku-
tinė apdorota viršūnė.

Anksčiau suformuluotos teoremos i
‘
rodymas remiasi lemomis.

Teoremos i
‘
rodymas. Naudojame indukcija

‘
pagal jungiančiojo mǐsko medžiu

‘
skaičiu

‘
.

Tegu GT turi viena
‘
medi

‘
. I

‘
rodykime, kad tai viena SJK-ė. Prisimename, kad digrafo

transpozicija nekeičia SJK-iu
‘
. Digrafe GT viršūnė r su maksimaliu atributu f [r] bus

pirmoji atrasta šio digrafo viršūnė ir jungiančiojo mǐsko (dabar ǐs vieno medžio) šaknis.
Iš jos mes pasiekiame kitas šio medžio viršūnes. Vadinasi, digrafe G ši šaknis yra ir
pirmtakas, nes jos apdorojimo laikas yra ilgiausias ir ji pasiekiama einant ǐs kitu

‘
medžio

viršūniu
‘
. Viršūnė r yra joms pirmtakas, tad jos guli vienoj SJK-ėje. Pagal 2 lema

‘
visos

SJK, turinčios ta
‘

pati
‘

primtaka
‘
, digrafe GT patenka i

‘
medi

‘
su šaknimi r. Tad medis

sutampa su SJK-e.
Tegu tvirtinimas yra teisingas digrafams su s− 1 medžiu. Tegu r ∈ V yra tokia, kad

f [r] = maxv∈V f [v], o
C(r) = {v ∈ V : Φ(v) = r}.

Tai viršūniu
‘
su bendru pirmtaku aibė. Pagal 4 lema

‘
jos sudaro vienos SJK-ės viršūniu

‘
aibe

‘
. Pagal aukščiau pateiktus samprotavimus digrafe GT jos sudarys viena

‘
jungiančiojo

mǐsko medi
‘
. Išskyre

‘
ji
‘
, nagrinėjame digrafa

‘
G − C(r), kurio transpozicija turės vienu

medžiu mažiau. Pritaike
‘
indukcine

‘
prielaida

‘
, baigiame teoremos i

‘
rodyma

‘
. �

Išsinagrinėkime algoritmo veikima
‘
pagal šia

‘
schema

‘
.

Antrasis grafas yra gautas komponenčiu
‘
grafas.
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6. Minimalieji jungiantys medžiai

Nagrinėsime svorini
‘
grafa

‘
G = (V,E) su svorio funkcija w : E → R+. Tarkime, kad

jis yra jungus. Jei A ⊂ E, tai pažymėkime

w(A) =
∑

uv∈A

w(uv)

ir vadinkime briaunu
‘
aibės A svoriu. Problema:

Rasti jungianti
‘

medi
‘

su mažiausiu jo briaunu
‘

svoriu.

Toki
‘

medi
‘

vadinsime minimaliuoju jungiančiu medžiu (MJM). Pastebėkime, jog ne
visada godumas padeda: nebūtinai (n− 1)-a lengviausia briauna sudarys MJM. Algorit-
mai, kuriuos dabar ǐsnagrinėsime, remiasi bendra strategija, paremta tokiu apibrėžimu:

Apibrėžimas. Tegu A priklauso MJM. Briauna uv, nepriklausanti A, vadinama
saugia dėl A, jeigu A ∪ {uv} priklauso kažkokiam, gal būt, kitam MJM.

Minėta strategija yra plėtimas briaunu
‘
poaibiu

‘
panaudojant saugias briaunas. Visiems

šiems algoritmams bendra procedūra yra tokia:

B-MJM(G, w):

1. A← ∅

2. while A nesuformuoja jungiančio medžio

3. do rask saugia
‘
dėl A briauna

‘
uv

4. A← A ∪ {uv}

5. RETURN A

Aǐsku, kad ǐsmestasis A bus MJM, nes ”saugumo dėl A” invariantas garantuos jo svorio
minimaluma

‘
. Žingsnio 3 realizacija ir skirs algoritmus.

Apibrėžimas. Grafo G = (V,E) pjūvis yra skaidinys V = S ∪ (V − S).

Pjūvi
‘
žymėsime (S, V −S). Briaunos ǐs S i

‘
V −S vadinsis pjūvio briaunomis. Sakysime,

kad pjūvis nepjauna A ⊂ E, jeigu jokia briauna ǐs A nėra pjūvio briauna.
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Pjūvius matome šiuose brėžiniuose:

Apibrėžimas. Lengva pjūvio briauna vadinsime minimalaus svorio pjūvio briauna
‘
.

Lema. Tegu A priklauso MJM-iui ir (S, V − S) yra pjūvis, nepjaunantis A. Jei uv
yra lengva to pjūvio briauna, tai uv yra saugi dėl A.

I
‘
rodymas. Tarkime S sudaro juodos viršūnės, o V −S – baltos, kaip parodyta paveiksle.

Jame ǐstisinėmis linijomis nurodytos MJM-io T briaunos. Tegu jam priklauso ir mūsu
‘

briaunu
‘

aibė A. Jos visu
‘

brianu
‘

galai yra juodi arba balti. Briauna uv yra lengva ir
priklauso pjūviui, todėl nepriklauso aibei A ir T .

Imkime pjūvio briauna
‘
xy ir sudarykime

T ′ = T − xy + uv.
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Tai naujas jungiantis medis. Jo svoris

w(T ′) = w(T )− w(xy) + w(uv) ≤ w(T ),

nes uv buvo lengva pjūvio briauna. Todėl ir T ′ yra MJM-is. Kadangi A∪ {uv} ⊂ T ′, tai
uv yra saugi dėl A. �

Lema duoda galimybe
‘

pasinaudoti pjūviais ir ju
‘

lengvomis briaunomis. Nesunku
suvokti, kad MJM-i

‘
galima užauginti nuo tuščios aibės A prijungiant tokias briaunas.

Pradžioje turėtume mǐska
‘
ǐs n medžiu

‘
po viena

‘
viršūne

‘
, o kaskart prijungiant briauna

‘
medžiu

‘
skaičius mažėtu

‘
, naudojami pjūviai turėtu

‘
nepjauti medžiu

‘
, o ju

‘
briaunos jungtu

‘
du medžius. Lengvomis briaunomis pildydami mǐska

‘
GA = (V,A) po (n − 1)-o žingsnio

baigtume MJM-io formavima
‘
.

Kruskalio algoritmo vykdyma
‘
matome ǐs šios schemos:
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Paprasčiausias Kruskal’io algoritmas generuoja laikinas viršūniu
‘
aibes S(v) jas ly-

gina ir apjungia. Todėl ji
‘
naudojant reikia žinoti šiu

‘
procedūru

‘
atlikimo algoritma

‘
. Iš

tiesu
‘
, S(v) bus aibė viršūniu

‘
medžio, kuriam priklauso pati v.

MJM-Kruskal (G, w):
1. A← ∅
2. for each v ∈ V
3. do sukurk S(v)
4. surūšiuok E briaunas pagal w(uv) didėjima

‘
5. for each uv ∈ E
6. do if S(u) 6= S(v)
7. then A← A ∪ {uv}
8. sukurk S(u) ∪ S(v)
9. RETURN A

Išmesta A ir bus MJM-is, nes mes vykdėme visus lemos reikalavimus. Pradžioj 3
žingsnyje buvo S(v) = {v}, o 5-7-ame sujungėme dvieju

‘
medžiu

‘
viršūniu

‘
aibes. Briauna

uv buvo lengva ir saugi dėl A. Žingsnis 6 kontroliuoja, kad nesujungtume dvieju
‘
vieno

medžio viršūniu
‘
. Kadangi pati ilgiausia procedūra vykdoma 4

eilutėje, algoritmo sudėtingumas yra O(|E| log |E|).
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Kruskalio algoritmas proceso metu formuoja jungianti
‘
mǐska

‘
ǐs atskiru

‘
medžiu

‘
. Kitas,

Prim’o algoritmas augina viena
‘
medi

‘
A. Pradėje

‘
s nuo bet kokios viršūnės r, tarpini-

uose žingsniuose ǐs viršūniu
‘
, nepriklausančiu

‘
jau suformuotam medžiui A, jis susidaro

prioritetine
‘
viršūniu

‘
eile

‘
Q. Todėl prireikia rūšiavimo rakto key[v]. Jis bus minimalus

svoris briaunos uv, jungiančios v su medžiu. Atradus medyje ta
‘
u, ji skelbiama v tėvu

π[v]. Formaliai šis medis yra

A = {vπ[v] : v ∈ V − r −Q}.

Kai ǐssemiama eilė Q, algoritmo vykdymas pasibaigia. Medis A yra MJM-is.

MJM-Prim (G, w, r):

1. Q← V

2. for each u ∈ Q

3. do key[u]←∞

4. key[r] ← 0

5. π[r]← NIL

6. while Q 6= ∅

7. do u← min(Q)← ǐsskirk min(Q), (be to, ši viršūnė ǐs Q pašalinama)

8. for each v ∈ Adj[u]

9. do if v ∈ Q ir w(uv) < key[v]

10. then π[v]← u

11. key[v]← w(uv)

12. RETURN MJM= {vπ[v] : v ∈ V − r}

Pastebėkime, kad ir šiame algoritme yra netiesiogiai naudojamas pjūvis (V − Q,Q).
Ciklas 8-11 eilutėse randa lengva

‘
pjūvio briauna

‘
. Taigi, anksčiau minėta strategija ir čia

yra vykdoma. Tai pagal lema
‘
užtikrina algoritmo korektǐskuma

‘
.
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Štai Primo algoritmo veikimo schema:

Algoritmo vykdymo laikas labai priklauso nuo eilės Q apdorojimo. Naudojant krūvas,
pasiekiamas O(m log n) laikas, o Fibonačio krūvas, net – O(m + n log n) laikas.

7. Trumpiausi atstumai nuo šaltinio

Nagrinėjame svorini
‘
digrafa

‘
G = (V,E) su svorio funkcija w : E → R, kurios reikšmes

vadinsime ilgiais. Atkreipkime dėmesi
‘
, kad ilgiai gali būti ir neigiami. Tai susije

‘
ne tik

su atskirais praktikos uždaviniais, bet ir patys algoritmai dažnai tarpiniuose žingsniuose
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panaudoja neigiamas reikšmes, pvz., einant prieš tako krypti
‘
laikoma, kad i

‘
veiktas ke-

lias yra neigiamas. Kelio ilgiu vadinsime jo briaunu
‘

ilgiu
‘

suma
‘
. Dabar mus domins

trumpiausias tako nuo viršūnės s, vadinamos šaltiniu, iki v ilgis

δ(s, v) =
{

min{w(p) : p := s v}, jei takas egzistuoja,

+∞ kitais atvejais.

Pastebėkime, kad trumpiausias kelio (o ne tako, nes jame viršūnės nėra kartojamos)
ilgis gali pasiekti net −∞. Taip bus, jeigu ǐs s pasiektume neigiamo ilgio cikla

‘
, kurioje

būtu
‘

tikslo viršūnė, ir pirma eitume keliu norimai ilgai. Kai briaunos turi vienetinius
ilgius, tako ilgis yra jo briaunu

‘
skaičius. Tokia

‘
trumpiausio tako problema

‘
sprendėme

taikydami paieškos i
‘

ploti
‘

algoritma
‘
. Jis leido suformuoti trumpiausiu

‘
taku

‘
medi

‘
su

šaknimi šaltinio viršūnėje. Ši
‘
kart pirmiau ǐsdėstysime matematine

‘
trumpiausiu

‘
atstumu

‘
nuo šaltinio paieškos matematine

‘
dali

‘
, o po to paliesime du populiariausius Dijkstros ir

Bellmano-Fordo algoritmus.
1 lema. Jei G = (V,E) yra digrafas, w : E → R – svorio funkcija ir p = v1 . . . vk –

trumpiausias takas v1  vk, tai kiekvienai porai 1 ≤ i < j ≤ k takas vi  vj irgi yra
trumpiausias,

I
‘
rodymas. Turėdami trumpesni

‘
taka

‘
ǐs vi ǐs vj , nepriklausanti

‘
p, galėtume ir ji

‘
sutrump-

inti. �
Išvada. Jei trumpiausias takas s v ǐssiskaido i

‘
taka

‘
s u ir briauna

‘
uv ∈ E, tai

δ(s, v) = δ(s, u) + w(uv).

2 lema. Visada turime
δ(s, v) ≤ δ(s, u) + w(uv).

I
‘
rodymas. Trivialu. �

Vėliau nagrinėjamuose algoritmuose bus naudojami atributai d[u] ir π[u]. Pirmasis
reikš trumpiausio atstumo nuo s iki v viršutini

‘
i
‘
verti

‘
, o antrasis, kaip ir ankstesniuose

algoritmuose, žymės tėva
‘
. Ju

‘
inicializacija bus vykdoma vienodai.

INIT(G,s):
1. for each v ∈ V
2. do d[v]←∞
3. π[v]← NIL
4. d[s]← 0
Taigi, atributai d[v] ir π[v] bus kintantys. Svarbiausia procedūra šiuose algoritmuose

yra briaunos relaksacija, kuri mažins pirma
‘
ji
‘
atributa

‘
iki δ(s, v).

RELAX (uv,w) :
1. If d[v] > d[u] + w(uv)
2. then d[v]← d[u] + w(uv)
3. π[v]← u
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3 lema. Iškart po briaunos uv relaksacijos turėsime

d[v] ≤ d[u] + w(uv).

I
‘
rodymas. Akivaizdu. Griežta nelygybė, kai ǐskvietus RELAX(uv,w) turime d[v] <

d[u] + w(uv) ir atributo keisti nereiks. �
Algoritmai skirsis relaksacijos procedūros taikymu briaunoms. Todėl pradžioje verta

ǐssiaǐskinti, kaip kinta grafas taikant ja
‘
.

4 lema. Po inicializacijos vykdant relaksacija
‘
, visada

d[v] ≥ δ(s, v), v ∈ V.

Be to, jei d[v] pasiekė reikšme
‘

δ(s, v), toliau vykdant relaksacija
‘
, ji nebekinta.

I
‘
rodymas. Taikome indukcija

‘
pagal relaksaciju

‘
atlikimo skaičiu

‘
. Tik po inicializacijos

d[s] = 0 = δ(s, s) ir d[v] =∞ kiekvienai v ∈ V \ {s}. Tarkime, kad buvo atlikta kažkoks
kiekis relaksaciju

‘
, ir dabar tas atliekama su uv ∈ E, o v yra pirma viršūnė, kuriai jau

d[v] < δ(s, v).

Atlike
‘
šia

‘
relaksacija

‘
, pagal 2 lema

‘
gauname

d[u] + w(uv) = d[v] < δ(s, v) ≤ δ(s, u) + w(uv).

Tad, d[u] < δ(s, u). Bet paskutinė relaksacija nepalietė d[u], o pagal indukcijos prielaida
‘

turėjo galioti d[u] ≥ δ(s, u), gavome prieštara
‘
. Pirmasis lemos tvirtinimas i

‘
rodytas.

Pastebėje
‘
, kad relaksacija atributa

‘
d gali tik mažinti ir pagal i

‘
rodyta

‘
dali

‘
d[u] ≥ δ(s, u),

gauname antra
‘
ji
‘
teigini

‘
. �

Išvada. Jei nėra tako s u, tai inicializacijoje suteikta reikšmė d[u] =∞ ǐslieka.
I
‘
rodymas. Kai minimo tako nėra, δ(s, u) =∞. Pagal 4 lema

‘
d[u] =∞ taip pat. �

5 lema. Tegu s  u → v su uv ∈ E yra trumpiausias takas. Tarkime, atlikome
inicializacija

‘
ir relaksaciju

‘
su briaunomis, tarp kuriu

‘
buvo RELAX(uv,w). Jei iki jos

ǐskvietimo pasitaikė d[u] = δ(s, u), tai po ǐskvietimo visada turime d[v] = δ(s, v).
I
‘
rodymas. Pastebėkime, kad pagal 4 lema

‘
, atsiradus lygybei d[u] = δ(s, u), ji ǐssaugoma

ir toliau. Po uv relaksacijos

d[v] ≤ d[u] + w(uv) = δ(s, u) + w(uv) = δ(s, v)

pagal 1 lemos ǐsvada
‘
. Iš čia ir 4 lemos ǐsplaukia 5 lemos teiginys. �

Dabar aptarkime proseneliu
‘

grafo kitima
‘

vykdant relaksacijas. Kaip ir anksčiau jis
sudaromas ǐs viršūniu

‘
, ju

‘
tėvu

‘
ir jas jungiančiu

‘
briaunu

‘
. Tegu

Vπ =
{
v ∈ V : π[v] 6= NIL

}
, Eπ =

{
π[v]v ∈ E : v ∈ Vπ \ {s}

}
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ir Gπ = (Vπ, Eπ) – proseneliu
‘
grafas.

6 lema. Jei svoriniame digrafe G = (V,E) su w : E → R nėra neigiamo ilgio ciklu
‘
,

pasiekiamu
‘

ǐs s, tai bet kuriuo metu po inicializacijos vykdant relaksacijas, proseneliu
‘

grafas yra šakninis medis.

I
‘
rodymas. Indukcija pagal relaksaciju

‘
skaičiu

‘
. Tik po inicializacijos teiginys akivaiz-

dus. Tegu jau atlikome keleta
‘
relaksaciju

‘
ir gavome Gπ = (Vπ, Eπ). Tegu jame atsir-

ado ciklas C = v0v1 . . . vk su v0 = vk. Galim laikyti, kad ciklas susidarė būtent po
RELAX(vk−1vk, w) atlikimo. Priešingu atveju ciklo briaunas tektu

‘
pernumeruoti. Pagal

Gπ apibrėžima
‘
π[vi] = vi−1, 1 ≤ i ≤ k. Kadangi kiekviena ciklo viršūnė turėjo tėva

‘
ir

baigtini
‘
atributa

‘
d[vi], tai jos yra pasiekiamos ǐs šaltinio. Relaksacijos priskyrimai

d[vi]← d[vi−1] + w(vi−1vi)

buvo i
‘
vykdyti prieš RELAX(vk−1vk, w). Prieš pat šios procedūros pradžia

‘
turėjome

d[vi] = d[vi−1] + w(vi−1vi), i = 1, . . . , k − 1,

bet
d[vk] > d[vk−1] + w(vk−1vk).

Sumuodami gauname∑
i≤k

d[vi] >
∑
i≤k

(
d[vi−1] + w(vi−1vi)

)
=

∑
i≤k

d[vi] + w(C).

Todėl w(C) < 0. Prieštara rodo, kad proseneliu
‘
grafas yra beciklis. Lieka i

‘
rodyti, kad jis

jungus.
Tegu v ∈ Vπ yra pirma viršūnė, nepasiekama ǐs s. Ji turi tėva

‘
, o π[v]v ∈ Eπ. Tuo

atveju ir d[v] <∞. Pagal 4 lema
‘
ir δ(s, v) <∞. Vadinasi, ji pasiekiama ǐs šaltinio.

6 lema yra i
‘
rodyta. �

Ateityje trumpiausiu
‘
taku

‘
šakniniu medžiu vadinsime G = (V,E) pografi

‘
G′ = (V ′, E′)

su V ′ – pasiekiamu
‘
ǐs s viršūniu

‘
aibe, o E′ sudarys trumpiausiu

‘
ǐs s briaunos.

7 lema. Jei svoriniame digrafe G = (V,E) su w : E → R nėra neigiamo ilgio ciklu
‘
,

pasiekiamu
‘

ǐs s, tai bet kuriuo metu po inicializacijos vykdant relaksacijas, kurios davė
d[v] = δ(s, v) kiekvienam v ∈ V , proseneliu

‘
grafas yra trumpiusiu

‘
taku

‘
šakninis medis.

I
‘
rodymas. Pagal 6 lema

‘
jis yra šakninis medis, dabar netgi jungiantysis. Ar jame

esantys takai s v yra trumpiausi?
Tegu s v yra p = s = v0, v1, . . . , vk = v. Turime

d[vi] = δ(s, vi), i = 0, 1, . . . , k;

ir
d[vi] = d[vi−1] + w(vi−1vi), i = 0, 1, . . . , k.
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Tad,
w(vi−1vi) = δ(s, vi)− δ(s, vi−1), i = 1, . . . , k.

Susumave
‘
gauname w(p) = δ(s, vk). Tai rodo, kad šis takas yra trumpiausias. �

Dabar pateiksime Dijkstra algoritma
‘
, pasiūlyta

‘
1959 metais. Jo vykdymo eigoje yra

formuojama viršūniu
‘
aibės poaibis S ir ǐs likusiu

‘
viršūniu

‘
sudarinėjama prioritetinė eilė

Q pagal d[u] didėjimo tvarka
‘
.

DIJKSTRA (G, w, s) :
1. INIT(G,s)
2. S ← ∅
3. Q← V
4. while Q 6= ∅
5. do u← ”ǐsskirk min(Q)” (ir ǐsmeta ǐs Q)
6. S ← S ∪ {u}
7. for each v ∈ Adj[u]
8. do RELAX(uv,w)
9. END

Jo vykdymas pavaizduotas šiame brėžinyje:

Turėdami visas reikalingas lemas galime i
‘
rodyti šio algoritmo korektǐskuma

‘
.

Teorema. Tegu G = (V,E) yra digrafas su svorio funkcija w : E → R+ ir šaltiniu
s. Realizavus Dijkstra algoritma

‘
, kiekvienai u ∈ V gauname d[u] = δ(s, u). Sudarytas

proseneliu
‘

grafas yra trumpiausiu
‘

taku
‘

medis.
I
‘
rodymas. Iš 4 lemos žinome, kad d[u] ≥ δ(s, u). I

‘
sitikinsime, kad tuo metu, kai u

ǐsmetama ǐs Q ir i
‘
rašoma i

‘
S, ji pasiekia δ(s, u).
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Tegu u yra pirmoji viršūnė, kuriai taip nėra. Tuo metu, kai ji i
‘
rašoma i

‘
S, δ(s, u) <

d[u]. Vadinasi, u yra pasiekiama ǐs s. Aǐsku, s 6= u, todėl net prieš i
‘
statant u, aibė S

nebuvo tuščia. Tuo momentu egzistuojantis trumpiausias takas s  u eina ǐs aibės S ir
patenka i

‘
V − S. Galime i

‘
sivaizduoti situacija

‘
brėžinyje:

Tas takas yra toks: s x→ y  u su x ∈ S, y ∈ V − S bei xy ∈ E. Gal būt, eidami
ǐs y vėl buvome gri

‘
že

‘
i
‘
S ar pasitaikė, kad y = u arba s = x. Pagal 1 lema

‘
takas s  y

irgi trumpiausias. Kadangi x yra jau aibėje S, tai d[x] = δ(s, x). Briaunos xy relaksacija
buvo atlikta, tad jei y = u, ǐs 5 lemos gautume d[u] = δ(s, u). Prieštara rodo, kad y 6= u.
Pritaikome 5 lema

‘
takui s y, einančiam per briauna

‘
xy. Gauname

d[y] = δ(s, y) < δ(s, u) < d[u].

Vadinasi, renkant minimuma
‘
5 eilutėje ǐs Q pirmiau turėjo būti y, o ne u. Prieštara i

‘
rodo

pirma
‘
teoremos tvirtinima

‘
.

Antrasis teiginys ǐsplaukia ǐs 6 lemos. �

Tirdami algoritmo vykdymo trukme
‘
, pastebime, kad Q = V −S tiesinis masyvas, jame

minimumo ǐsrinkimas lengvai realizuojamas per O(|V |) žingsniu
‘
. Taikant binaria

‘
sias ar

Fibonačio krūvas, pakaktu
‘
netgi O(log |V |) žingsniu

‘
. Tai taikoma |V | kartu

‘
. Kaip visada,

gretimumo sa
‘
rašo peržiūrėjimas užtrunka O(|E|) laiko vienetu

‘
. Tad, gera programa būtu

‘
vykdoma O

(
(|V |+ |E|) log |V |

)
laiko vienetu

‘
.
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Bellmano-Fordo algoritmas taikomas ir digrafams su svorio funkcija w : E → R. Kai
egzistuoja neigiamo ilgio ciklai, jame naudojamas kintamasis su reikšmėmis ”True” ir
”False” nurodo antra

‘
ji
‘
atveji

‘
. Kai jis lygus ”True”, algoritmas duoda trumpiausiu

‘
taku

‘
medi

‘
.

B-F(G, w, s):

1. INIT(G, s)
2. for i← 1 to |V | − 1
3. do for each edge uv ∈ E
4. do RELAX(uv,w)
5. for each edge uv ∈ E
6. do if d[v] > d[u] + w(uv)
7. then return ”False”
8. return ”True”
9. END

Štai algoritmo vykdymo schema:

Pastebėkime, kad 2 eilutė verčia kartoti relaksacijas ǐs naujo visoms briaunoms. Vėliau
i
‘
sitikinsime, kad |V |−1 karto pakanka. Bet čia sugaǐstama O(|V ||E|) laiko. Išnagrinėkime
algoritmo korektǐskuma

‘
.

8 lema. Jei digrafas G = (V,E) su svorio funkcija w : E → R neturi neigiamo
ilgio ciklu

‘
, pasiekiamu

‘
ǐs šaltinio viršūnės s, tai pasibaigus Bellmano-Fordo algoritmo

vykdymui, kiekvienai ǐs s pasiekiamai viršūnei v gauname d[v] = δ(s, v).

I
‘
rodymas. Tarkime v yra pasiekiama ir p = v0v1 . . . vk yra trumpiausias takas ǐs s = v0

iki v = vk. Aǐsku, kad δ(s, v) = k ≤ |V | − 1. Naudodami indukcija
‘
parodysime, kad po i
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algoritmo 2 eilutėje nurodytu
‘
iteraciju

‘
mes gausime

d[vi] = δ(s, vi).

Kai i = 0, tas ǐsplaukia ǐs inicializacijos. Be to, 4 lema sako, kad vėlesnės relaksacijos
pasiektos lygybės δ(s, vj) = d[vj ] nebekeičia.

Tegu indukcinė prielaida, kad

d[vi−1] = δ(s, vi−1).

buvo pasiekta po (i − 1)-os iteracijos, yra teisinga. Briauna vi−1vi yra relaksuojama
i žingsnyje. Pasinaudoje

‘
5 lema, gauname, kad jame pasiekiamas apatinis d[vi] rėžis

δ(s, vi). Jis pagal 4 lema
‘
vėliau nebekinta. �

Pastebėkime, kad nepasiekiamu
‘

viršūniu
‘

atributas d[v] = ∞ ǐslieka, nes ǐskvietus
RELAX procedūra

‘
yra tikrinama nelygybė briaunos galu

‘
atributams. O nepasiekiamai

viršūnei tokios briaunos, tenkinančios šia
‘
sa

‘
lyga

‘
, neturėsime.

2 teorema (B-F algoritmo korektǐskumas). Jei digrafas G = (V,E) su svo-
rio funkcija w : E → R neturi neigiamo ilgio ciklu

‘
, pasiekiamu

‘
ǐs šaltinio viršūnės s,

tai pasibaigus Bellmano-Fordo algoritmo vykdymui, kiekvienai ǐs s pasiekiamai viršūnei
v gauname d[v] = δ(s, v), proseneliu

‘
pografis yra trumpiausiu

‘
taku

‘
medis ir užrašoma

”True”. Jei digrafas G turi neigiamo ilgio ciklu
‘
, tai pasirodo ”False”.

I
‘
rodymas. Pirmuoju atveju, jei digrafas G = (V,E) su svorio funkcija w : E → R

neturi neigiamo ilgio ciklu
‘
, pasiekiamu

‘
ǐs šaltinio viršūnės s, tai 8 lema i

‘
rodo lygybe

‘
d[v] = δ(s, v). Pasiekiamoms viršūnėms šis dydis yra baigtinis, o nepasiekiamoms –
begalinis. Pagal 6 lema

‘
suformuotas proseneliu

‘
pografis yra trumpiausiu

‘
taku

‘
i
‘
pirmojo

tipo viršūnes medis.
I
‘
vykdžius algoritma

‘
, jei uv ∈ E,

d[v] = δ(s, v) ≤ δ(s, u) + w(uv) = d[u] + w(uv).

Todėl algoritmo 8-oje eilutėje nurodyta sa
‘
lyga yra nepatenkinta ir turi būti ǐsmetamas

užrašas ”True”.
Tegul turime neigiamo ilgio cikla

‘
C = v0v1 . . . vk, v0 = vk su w(C) < 0, kuris yra

pasiekiamas ǐs s. Jei vis tik pasirodo reikšmė ”True”, turėjo būti

d[vi] ≤ d[vi−1] + w(vi−1vi)

kiekvienam i = 1, . . . , k. Susumave
‘
šias nelygybes, gautume prieštara

‘
: w(C) ≥ 0.

Teorema i
‘
rodyta. �

Pastebėkime, kad becikliams digrafams Dijkstra ir Bellmano-Fordo algoritmus galima
pagerinti pasinaudojus anksčiau nagrinėtu topologiniu rūšiavimu. Kaip nurodyta 4 skyre-
lyje, tokiu

‘
digrafu

‘
viršūnes galima ǐsrikiuoti taip, kad visos digrafo briaunos eitu

‘
ǐs kairės i

‘
dešine

‘
. Panaudojus paieškos gilyn algoritma

‘
, suradus viršūniu

‘
apdorojimo pabaigos laiko
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atributus f [u], pakanka viršūnes ǐsrikiuoti šio atributo mažėjimo atžvilgiu. Topologinis
rūšiavimas užtrunka O(|V |+ |E|) laiko.

Trumpiausiu
‘
taku

‘
nuo šaltinio iki visu

‘
viršūniu

‘
pagerintas algoritmas simbolǐskai vyk-

domas tokiais žingsniais:

B-F-TrT (G, w, s):

1. Atlikti topologini
‘
rūšiavima

‘
2. INIT (G, s)
3. for each u ǐs topologǐskai surūšiuoto sa

‘
rašo (gal būt, net ne s)

4. do for each v ∈ Adj[u]
5. do RELAX(uv,w)
6. END

INSERT 537 psl.

Lyginant su Dijkstra algoritmu, nebereikia ǐsskirti min(Q), kas užtrunka O(log |V |)
laiko ir kartojama |V | kartu

‘
. Dabar bendras relaksaciju

‘
skaičius yra trumpesnis. Šio

algoritmo vykdymas užtrunka tik O(|V |+ |E|) laiko.

3 teorema. Realizavus ši
‘
algoritma

‘
, atributai d[u] = δ(s, u) kiekvienai u ∈ V . Sudary-

tas proseneliu
‘

pografis yra trumpiausiu
‘

taku
‘

medis.

I
‘
rodymas. Pastebėkime, kad nepasiekiamu

‘
ǐs s viršūniu

‘
gali būti kairėje nuo s. Bet joms

po inicializacijos suteiktas d[u] =∞ nepakis, kaip ir kitoms nepasiekiamoms viršūnėms.
Pasiekiamoms viršūnėms, surade

‘
atstuma

‘
iki pirmosios viršūnės trumpiausiame take

p = v0v1 . . . vk, v0 = s, einame toliau i
‘

dešine
‘
. Paprastas indukcijos panaudojimas,

paremtas lygybe
δ(s, vi) = δ(s, vi−1) + w(vi−1vi),

i
‘
rodo teoremos teigini

‘
. Trivialūs samprotavimai pagrindžia ir trumpiausiu

‘
taku

‘
medžio

konstrukcija
‘
. �

Keletas žodžiu
‘
pasakytina apie šiame skyrelyje nagrinėjamu

‘
algoritmu

‘
taikymus. Jie

dažnai naudojami testuojant programas. Jose tam tikri momentai (etapai) laikomi di-
grafo viršūnėmis, o tarpinės procedūros pereinant nuo vieno momento prie kito, kai yra
atliekama tam tikra procedūra – briaunomis. Procedūros vykdymo laikas laikomas bri-
aunos svoriu. Tokie digrafai neturi ciklu

‘
, todėl galimas visu

‘
triju

‘
algoritmu

‘
panaudojimas

su tikslu rasti trumpiausius atskiru
‘
užduočiu

‘
i
‘
vykdymo laikotarpius.

Apsistosime ties labai specialiu tiesinio programavimo uždavinio epizodu. Tirsime
nelygybiu

‘

(1) AX ≤ B

atskiru
‘
ju

‘
sprendiniu

‘
egzistavima

‘
. Čia A = (aij), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, yra re-

ali matrica, B – matrica-stulpelis n × 1 ir X – nežinomu
‘
ju

‘
xj vektoriu

‘
stulpelis. Kai

A kiekvienoje eilutėje lygiai du elementai yra nenuliniai, o ir tie yra 1 ir -1, turime
skirtuminiu

‘
apribojimu

‘
matrica

‘
.
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Tada (1) yra tiesiog nelygybiu
‘
sistema. Pavyzdžiui,

x1 − x3 ≤ 0, x1 − x4 ≤ −1,

x2 − x5 ≤ 5, x2 − x6 ≤ 2,

x3 − x2 ≤ 4, x3 − x5 ≤ −1,

x6 − x3 ≤ 4, x6 − x5 ≤ 3.

Kaip nustatyti, ar ši ir panašios skirtuminiu
‘
apribojimu

‘
sistemos turi sprendiniu

‘
? Paste-

bėkime, kad suradus viena
‘
sprendini

‘
X = X0, ǐs karto randame ju

‘
be galo daug: X0 +D,

čia D – vektorius su vienodomis koordinatėmis, irgi yra sprendinys.
Sudaromas apribojimu

‘
digrafas GA = (V,E). Prie n viršūniu

‘
, atitinkančiu

‘
kiekviena

‘
ǐs nežinomu

‘
ju

‘
, yra prijungiama papildoma viršūnė s. Tad, V = {s, v1 . . . , vn}. Jei

apibojimu
‘
sistemoje yra nelygybė xj − xi ≤ bk, tai digrafe apibrėžiama briauna xixj su

svoriu bk. Be to, ǐsvedamos visos briaunos svj , 1 ≤ j ≤ n, ir laikoma, kad w(svj) = 0
kiekvienam 1 ≤ j ≤ n.

4 teorema. Jei digrafas GA neturi neigiamo ilgio ciklo, tai skirtuminiu
‘

apribojimu
‘

sistema (1) turi sprendini
‘

X0 = (δ(s, v1), . . . , δ(s, vn))t,

čia t reǐskia vektoriaus transponavima
‘
. Jei digrafas GA turi neigiamo ilgio cikla

‘
, tai

skirtuminiu
‘

apribojimu
‘

sistema (1) neturi sprendinio.
I
‘
rodymas. Pagal 2 lema

‘
pirmuoju teoremos atveju

δ(s, vj) ≤ δ(s, vi) + w(vivj).

Todėl paėme
‘
x0

j = δ(s, vj) matome, jog

x0
j − x0

i ≤ w(vivj).

Tai ir buvo atitinkamas skirtuminis apribojimas.
Tegu egzistuoja neigiamo ilgio ciklas C = v1 . . . vk su v1 = vk ir k ≥ 2. Numeracija

neturės i
‘
takos samprotavimams, bet cikle nebus šaltinio viršūnės, nes i

‘
ja

‘
jokia briauna

negri
‘
žta. Ciklo briaunos atitiko skirtuminius apribojimus, todėl

x2 − x1 ≤ w(v1v2) , . . . , xk − xk−1 ≤ w(vk−1vk), x1 − xk ≤ w(vkv1).

Sudėje
‘
visas nelygybes gauname

w(v1v2) + · · ·+ w(vk−1vk) + w(vkv1) ≥ 0.

Prieštara i
‘
rodo antra

‘
ji
‘
teoremos teigini

‘
. �
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8. Trumpiausi takai tarp visu
‘
viršūniu

‘

Vėl nagrinėjame svorini
‘
digrafa

‘
G = (V,E) su svorio funkcija w : E → R. Trump-

inant užrašus imsime V = {1, . . . , n}. Dabar ieškosime visu
‘
atstumu

‘
tarp viršūniu

‘
poru

‘
.

Aǐsku, galime apsinaudoti 7 skyrelio algoritmais laikant kiekviena
‘
viršūne

‘
šaltiniu. Tai

pakankamai ilga procedūra. Kai svorio funkcija neneigiama, pritaike
‘
Dijkstra algoritma

‘
|V | kartu

‘
, sugaǐstume O(|V |3 + |V ||E|) = O(|V |3) laiko, kai prioritetinės eilės minimu-

mas ieškomas netobulai. Naudodami krūvas galėtume pasiekti O(|V |2 log |V | + |V ||E|)
vykdymo laika

‘
. Lėtesnis Bellmano-Fordo algoritmas irgi panaudotinas. Mūsu

‘
tikslas

– ǐsnagrinėti šiek tiek geresnius šia prasme algoritmus, ǐsvengiant kartotinio ankstesniu
‘

procedūru
‘

taikymo. Reikia pasakyti, kad tik retiems grafams greičio pagerinimas yra
pasiekiamas.

Dabar patogiau manipuliuoti digrafo briaunu
‘
svoriu

‘
matrica W = (wij), 1 ≤ i, j ≤ n

apibrėžiant, kad wjj = 0 (G – bekilpis grafas!), wij = w(ij), kai i 6= j ir ij ∈ E. Jei
tokios briaunos nėra, laikoma, kad wij = ∞. Ši matrica yra pirmoji iteracija kintama-
jai trumpiausiu

‘
atstumu

‘
tarp viršūniu

‘
poru

‘
matricai D = (dij). Pasibaigus algoritmo

vykdymo laikui turėsime dij = δ(i, j). Panašiai, formuojama protėviu
‘
matrica Π = (πij),

1 ≤ i, j ≤ n, su πjj = NIL, kai i = j, arba, kai j nepasiekiama ǐs i. Kitais atvejais πij

žymi j viršūnės kažkoki
‘
proseneli

‘
trumpiausiame (i − j) take. Dabar tenka formuoti n

proseneliu
‘
pografiu

‘
. Kiekvienam 1 ≤ i ≤ n pažymėkime

Gπi = (Vπi, Eπi),

Vπi = {j ∈ V : πij 6= NIL} ∪ {i}

ir
Eπi = {πijj : j ∈ Vπi ir πij 6= NIL}.

Kai nėra neigiamo ilgio ciklu
‘
, ǐsnaudojama trumpiausio tako struktūra

i k → j.

Jei i  k turėjo (m − 1)-a
‘
briauna

‘
, tai pagal anksčiau turėtas lemas i  j turės m, be

to,
δ(i, j) = δ(i, k) + wij .

Tai leidžia daryti iteracijas.
Tegu dm

ij yra mažiausias svoris i  j tako, kuriame yra ne daugiau kaip m briaunu
‘
.

Pažymėkime

d0
ij =

{
0, jei i = j,

∞, jei i 6= j.

Tarkime, kad jau apskaičiavome dm−1
ij , tada

dm
ij = min

{
dm−1

ij , min
1≤k≤n

(dm−1
ik + wkj)

}
= min

1≤k≤n
(dm−1

ik + wkj)
}
.
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Čia pasinaudojome lygybe wjj = 0. Kadangi take yra ne daugiau negu (n−1)-a briauna,
gautume

dn−1
ij = dn

ij = · · · = δ(i, j).

Taigi, paprastame algoritme pakaktu
‘
skaičiuoti iteraciju

‘
seka

‘

W = D(1) → D(2) → · · · → D(n−1).

Pagrindinė sudėtinė dalis būtu
‘
procedūra, kurioje ǐs dvieju

‘
jau žinomu

‘
matricu

‘
D,W yra

apskaičiuojama trečia D′. Štai ji:

Tr-T (D,W ):

1. n← eilutės[D] (i
‘
veda matricos D eilučiu

‘
skaičiu

‘
)

2. Tegu D′ = (d′ij) – n× n matrica
3. for i← 1 to n

4. do for j ← 1 to n

5. do d′ij ←∞
6. for k ← 1 to n

7. do d′ij ← min{d′ij , dik + wkj}
8. return D′

Procedūra trunka O(n3) žingsniu
‘
. Palyginkime ja

‘
su panašiu matricu

‘
A = (aij) ir

B = (bij) daugybos algoritmu.

M-D (A,B):

1. n← eilutės[A] (i
‘
veda matricos A eilučiu

‘
skaičiu

‘
)

2. Tegu C = (cij) – n× n matrica
3. for i← 1 to n

4. do for j ← 1 to n

5. do c′ij ← 0
6. for k ← 1 to n

7. do cij ← {cij + aik · bkj}
8. return C

Nesunku i
‘
sitikinti, kad pastarasis algoritmas suskaičiuoja matricu

‘
A ir B sandauga

‘
.

Abieju
‘

procedūru
‘

panašumas akivaizdus. Tiesiog pakanka suma
‘

pirmoje procedūroje
pakeisti sandauga, o ”min” – suma. Keleta

‘
kartu

‘
taikant M-D(A,A), suskaičiuojame

laipsnius. Jei reikia rasti An su dideliu n, tai nebūtina daryti n veiksmu
‘
. Galime kelti

rasta
‘
A2 kvadratu, o vėliau ir pati

‘
rezultata

‘
pakelti kvadratu, ir t.t. Pasielkime panašiai

ir su Tr-T(D,W ). Pažymėkime gautus rezultatus atitinkamai:

Tr−T(D0,W ) = D(1), Tr−T(D(1),W ) = D(2), Tr−T(D(k),W ) = D(k+1), . . .
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Šiu
‘
matricu

‘
skaičiavimo procedūra būtu

‘
tokia:

Lėta Tr-T(W ):

1. n← eilutės[W]
2. D(1) ←W

3. for m← 2 to n− 1
4. do D(m) ← Tr−T(D(m−1),W )
5. return D(n−1)

Dabar po O(n4) žingsniu
‘
gavom trumpiausiu

‘
taku

‘
matrica

‘
.

Pasinaudoje
‘
minėta matricu

‘
laipsnio skaičiavimo idėja procedūra

‘
sutrumpiname. Rade

‘
D(2) toliau tesiame

Tr−T(D(2), D(2)) = D(4), Tr−T(D(4), D(4)) = D(23),

Tr−T(D(2k), D(2k)) = D(2k+1), . . .

Kai 2k+1 > n−1, vykdyma
‘
galima nutrukti, nes trumpiausiu

‘
atstumu

‘
matrica jau gauta

ir nebekis. Vietoje n kartu
‘
anksčiau taikytu

‘
procedūru

‘
pakaks O(log n) žingsniu

‘
. Todėl

greitesnis algoritmas būtu
‘
toks:
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Greita Tr-T(W ):
1. n← eilutės[W]
2. D(1) ←W
3. m← 1
4. while n− 1 > m
5. do D(2m) ← Tr−T(D(m), D(m))
6. m← 2m
5. return D(m)

Taigi, jau dabar galėtume rasti trumpiausiu
‘

taku
‘

matrica
‘

per O(n3 log n) žingsniu
‘
.

Egzistuoja dar greitesniu
‘
algoritmu

‘
.

Floyd’o ir Warshall’o algoritmui pakaks O(n3) žingsniu
‘
. Jis ǐsnaudoja kitokia

‘
nei iki

šiol buvo naudota trumpiausio tako struktūra
‘
. Tako p = iv2 . . . vk−1j viršūnes v2 . . . vk−1

vadinkime tarpinėmis. Nagrinėjamasis algoritmas klasifikuoja takus pagal tai, kokios yra
tarpinės viršūnės. Ištyre

‘
s takus, kuriu

‘
tarpinės viršūnės priklauso aibei {1, . . . , k − 1},

imasi taku
‘
praplėsdamas šia

‘
aibe

‘
iki {1, . . . , k − 1, k}. Pažymėkime trumpiausius takus

tarp kažkokiu
‘
viršūniu

‘
i ir j su minėtomis tarpiniu

‘
viršūniu

‘
savybėmis raidėmis pk−1 ir

pk ir raskime ju
‘
rekurenčiuosius sa

‘
ryšius. Jei k nebuvo tarpine viršūne take pk, tai tiesiog

pk = pk−1. Priešingu atveju
pk : i k  j,

čia esantys daliniai takai jau priklauso takams pažymėtiems raide pk−1. Tuo pasinau-
dokime.

Tegu dk
ij yra ilgis tako i  j su tarpinėmis viršūnėmis ǐs {1, . . . , k}. Jei k = 0, tai

jokiu
‘
tarpiniu

‘
viršūniu

‘
nėra, todėl arba i j = i→ j arba δ(i, j) =∞. Kitaip sakant,

d0
ij = wij .

Apibrėžiant rekursyviai gauname

dk
ij =

{
wij , jei k = 0,

min
{
dk−1

ij , dk−1
ik + dk−1

kj

}
, jei k ≥ 1.

Kadangi visos tarpinės viršūnės priklauso aibei V = {1, . . . , n}, gausime

D(n) = (dn
ij) = (δ(i, j)).

Pati Floydo-Warshallo algoritmo procedūra yra tokia:

Fl-W (W ):
1. n← eilutės[W]
2. D(0) ←W
3. for k ← 1 to n
4. do for i← 1 to n
5. do for j ← 1 to n
6. dk

ij ← min
{
dk−1

ij , dk−1
ik + dk−1

kj

}
5. return D(n)

Pakanka O(n3) žingsniu
‘
.



34

Pavyzdyje gaunama tokia matricu
‘
seka:

9. Srautai tinkluose

Tarkime, kad G = (V,E) yra jungus digrafas su ǐsskirtomis šaltinio s ∈ V ir tikslo
t ∈ V viršūnėmis. Be to, jame yra apibrėžta talpos funkcija c : E → R+. Patogumui
ǐsplėskime jos apibrėžimo sriti

‘
iki V × V , imdami c(uv) = 0, jei uv 6∈ E. Toki

‘
digrafa

‘
vadinsime tinklu.

Apibrėžimas. Srautu tinkle G = (V,E) vadinsime funkcija
‘

f : V × V → R, jei
patenkinamos sa

‘
lygos:
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(i) f(uv) ≤ c(uv);
(ii) f(uv) = −f(vu);
(iii) kiekvienai u ∈ V \ {s, t} turime∑

v∈V

f(uv) = 0.

Paskutinė sa
‘
lyga vadinama Kirchhoff’o aksioma. Dydi

‘

|f | :=
∑
v∈V

f(sv) =
∑
v∈V

f(vt)

vadinkime srauto didumu. Žargonu kalbant, tai ǐstekėjusio ǐs s srautas. Aksiomos (iii)
dėka jis lygus i

‘
tekėjusio i

‘
t srautui.

Iš aksiomu
‘
ǐsplaukia keletas paprastu

‘
savybiu

‘
:

−c(vu) ≤ f(uv) ≤ c(uv),

f(uv) = 0, jei uv 6∈ Eirvu 6∈ E.∑
u∈Γ+(v)

f(uv) =
∑

u∈Γ−(v)

f(uv),

čia Γ+(v) ir Γ−(v) yra viršūniu
‘
, ǐs kuriu

‘
patenkama i

‘
v ir i

‘
kurias patenkama ǐs v, aibės

atitinkamai.
Viena ǐs pagrindiniu

‘
problemu

‘
– Maksimalaus srauto problema formuluojama papras-

tai: rasti srauta
‘
f su maksimaliu didumu. Panašus uždavinys ǐskyla turint keleta

‘
šaltiniu

‘
s1, . . . sk ir keleta

‘
tikslo t1, . . . , tr viršūniu

‘
. Tačiau šiuo atveju, i

‘
vedus papildoma

‘
šaltini

‘
s, tikslo viršūne

‘
t ir briaunas ssi bei tjt, be to, apibrėžus c(ssi) = ∞ ir c(tjt) = ∞,

pakanka spre
‘
sti pirma

‘
ji
‘
uždavini

‘
.

I
‘
veskime keleta

‘
patogiu

‘
žymenu

‘
. Tegu

f(X, Y ) =
∑

x∈X,y∈Y

f(xy), X, Y ⊂ V

ir
c((X, Y ) =

∑
x∈X,y∈Y

c(xy), X, Y ⊂ V.

Pastebėkime:
1) f(X, X) = 0;
2) f(X, Y ) = −f(Y,X);
3) f(X, Y ∪ Z) = f(X, Y ) + f(X, Z), jei Y ∩ Z = ∅;
4) |f | = f(V, {t}) =: f(V, t) = f({s}, V ) = f(s, V ).
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Nagrinėsime Ford’o ir Fulkerson’o 1956 metais pasiūlyta
‘
metoda

‘
maksimalaus srauto

problemai spre
‘
sti. Jo idėja ieškoti srauto iteraciju

‘
, nuosekliai ji

‘
didinant. Pradedama

nuo f ≡ 0 ir, radus (s − t) taka
‘

p, jo tiesioginėse briaunose srautas yra didinamas, o
briaunose, einančiose priešinga takui kryptimi, – mažinamas. Toki

‘
padidinima

‘
galima

atlikti dydžiu
c(p) := min{c(uv) : uv ∈ p}

vadinamu tako talpa. Kai c(p) > 0, pats takas vadinamas auginančiu srauta
‘
. Algoritme

daug kartu
‘
ǐskviečiama procedūra:

F-F (G, s, t):
1. f ← 0
2. while egzistuoja auginantis takas p
3. do ”augink f take p”
4. return f

Realizuojant tokia
‘
idėja

‘
, patogu naudoti likutiniais tinklais Gf = (V,Ef ). Jo apibrė-

žimui panaudokime likutine
‘

talpa
‘

cf (uv) = c(uv)− f(uv).

Ja
‘
galime suvokti kaip papildoma

‘
talpa

‘
, jei srautas f(uv) šia briaunoje buvo ”praleistas”.

Kai f(uv) < 0, vietoje nulinės talpos briaunos atsirado briauna su teigiama talpa. Todėl
likutiniame grafe briaunu

‘
aibė

Ef = {uv ∈ V × V : cf (uv) > 0}.

Srautu
‘
f1 ir f2 suma

‘
apibrėžkime kaip pataškine

‘
funkciju

‘
suma

‘
.

1 lema. Jei f yra srautas tinkle G = (V,E), Gf (V,Ef ) – likutinis tinklas su srautu
f ′, tai f + f ′ – srautas pradiniame tinkle G. Be to, |f + f ′| = |f |+ |f ′|.

I
‘
rodymas. Patikrinti (i)-(iii) aksiomas. �

2 lema. Tegu f yra srautas tinkle G = (V,E) ir p – (s-t) takas. Apibrėžkime

fp(uv) :=


cf (p), jei uv ∈ p,

−cf (p), jei vu ∈ p,

0 likusiais atvejais.

Tada fp yra srautas likutiniame tinkle Gf ir |fp| = cf (p).
I
‘
rodymas. Patikrinti (i)-(iii) aksiomas. �

Išvada. Rade
‘

auginanti
‘

taka
‘

p, galime apibrėžti srauta
‘

f + fp, kurio didumas yra
|f |+ cf (p).

Algoritmai naudos ir tinklo pjūvius V = S∪T su savybe s ∈ S ir t ∈ T . Dydis c(S, T )
bus vadinamas pjūvio talpa, o f(S, T ) – srautu, tekančiu ǐs S i

‘
T .

3 lema. Bet kokiam pjūviui V = S ∪ T turime |f | = f(S, T ).
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I
‘
rodymas. Galime pasinaudoti 1)-5) savybėmis:

f(S, T ) = f(S, V )− f(S, S) = f(S, V ) = f(s, V ) + f(S − s, V ) = f(s, V ) = |f |.

Išvada. |f | ≤ c(S, T ).

Dabar galime pateikti svarbiausia
‘
teorema

‘
apie srautus tinkluose.

Maksimalaus srauto ir minimalaus pjūvio teorema (Fordo-Fulkersono t.).
Jei f yra srautas tinkle G = (V,E) su šaltiniu s ir tikslo viršūne t, tai šie teiginiai yra
ekvivalentūs:

(i) f yra maksimalus srautas;
(ii) likutinis tinklas Gf neturi auginančiu

‘
taku

‘
;

(iii) kažkokiam pjūviui (S, T ) turime |f | = c(S, T ).

I
‘
rodymas. (i) ⇒ (ii). Jei būtu

‘
priešingai, t.y. Gf turėtu

‘
auginanti

‘
taka

‘
, nors f būtu

‘
maksimalus srautas, tada pagal 2 lemos ǐsvada

‘
galėtume srauta

‘
padidinti.

(ii)⇒ (iii). Tarkime, kad Gf neturi auginančio s− t tako. Apibrėžkime

S = {v ∈ V : ∃ s− v takas likutiniame tinkle Gf}

ir T = V \ S. Skaidinys V = S ∪ T yra pjūvis. Pakanka pastebėti, kad s ∈ S, o t ∈ T .
Be to, kiekvienai porai u ∈ S ir v ∈ T turime f(uv) = c(uv). Priešingu atveju nelygybė
c(uv) > f(uv) rodytu

‘
briaunos uv likutiniame grafe egzistavima

‘
, be to, tada v ∈ S. Tai

prieštara. Vadinasi, pagal 3 lema
‘
|f | = f(S, T ) = c(S, T ).

(iii) ⇒ (i). Pagal 3 lemos ǐsvada
‘
visiems pjūviams |f | ≤ c(S, T ). Aǐsku, kad lygybė

galima tik |f | pasiekus maksimuma
‘
. �

10. Fordo-Fulkersono metodas ir Edmonds-Karpo algoritmas

Realizuokime 9 skyrelyje aprašyta
‘

idėja
‘
, kaip gauti maksimalu

‘
ji
‘

srauta
‘
. Pradžioje

susitarkime žymėti simboliu f [uv] srauta
‘
briaunoje, jei šis simbolis programoje reǐskia

kintama
‘
ji
‘
. Jis darant iteracijas vis atnaujinamas. Fordo-Fulkersono metoda

‘
, viršuje

pažymėta
‘
kaip F-F(G, s, t), galėtume realizuoti tokia operaciju

‘
seka.

F-F-met (G, s, t):

1. for ∀ uv ∈ E
2. do f [uv]← 0
3. f [vu]← 0
4. while egzistuoja auginantis takas p
5. do cf (p)← min{cf (uv) : uv ∈ p}
6. for ∀ uv ∈ p
7. do f [uv]← f [uv] + cf (p)
8. f [vu]← −f [uv]
END
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Išnagrinėti pavyzdi
‘
:

Jei 4-ame žingsnyje auginantis takas ieškomas nevykusiai, tai srauto auginimas labai
lėtas. Žr. pavyzdi

‘
:
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Pavyzdys rodo, kad procedūros trukmė priklauso net nuo srauto didumo. Iš tiesu
‘
,

kiekviena iteracija sugebėdavo jo diduma
‘
pakelti vienetu. Be to, yra tokiu

‘
pavyzdžiu

‘
(!),

kad iteracijos ǐs viso nekonverguos i
‘
kažkokia

‘
riba

‘
. Tai gali būti susije

‘
su briaunu

‘
talpu

‘
nebendramatǐskumu. Vis tik sveikareikšmiu

‘
talpu

‘
atveju F-F-met(G, s, t) yra baigtinė

procedūra, kurios trukmė O(|f∗||E|), čia f∗ – maksimalusis srautas.
Reikiamus metodo pataisymus atskleidė Edmonds’as ir Karp’as. Ju

‘
esmė – 4 žingsnyje

ieškomas ne bet koks, o trumpiausias auginantis takas. Šis takas turi mažiausia
‘
skaičiu

‘
briaunu

‘
, ir eina briaunu

‘
kryptimi. Čia patogu kiekviena

‘
karta

‘
pritaikyti P-Plot(G)

algoritma
‘
.

Tegu, kaip ir anksčiau δ(u, v) yra trumpiausio u v tako ilgis (braunu
‘
skaičius jame).

Algoritmo analizei ir korektǐskumui i
‘
rodyti pradžioje pateiksime keleta

‘
lemu

‘
.

1 lema. Jei tinkle G = (V,E) su šaltinio ir tikslo viršūnėmis s ir t bei talpos funkcija
c(uv) vykdomas Edmondso-Karpo algoritmas, likutiniuose tinkluose, padidėjus srautui,
atstumai δf (s, v), v ∈ V \ {s, t}, monotonǐskai didėja plačiaja prasme.

I
‘
rodymas. Tarkime, kad f yra srautas prieš jo padidinima

‘
kažkokiame take, o f ′ -

padidintas srautas. Tegu priešingai, kažkokiai viršūnei v

δf ′(s, v) < δf (s, v).

Iš visu
‘
tokiu

‘
v ǐsrinkime arčiausia

‘
nuo s tinkle Gf ′(V,Ef ′). Todėl ǐs visu

‘
u ∈ V \ {s, t}

su savybe δf ′(s, u) < δf (s, u) viršūnė v tenkins dar ir

δf ′(s, v) < δf ′(s, u).

Formaliai užrašant, {
δf ′(s, u) < δf (s, u)

}
⇒

{
δf ′(s, v) ≤ δf ′(s, u)

}
.

Tai ekvivalentu implikacijai

(1)
{
δf ′(s, v) > δf ′(s, u)

}
⇒

{
δf ′(s, u) ≥ δf (s, u)

}
.
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Tinkle Gf ′ imkime trumpiausia
‘
s v taka

‘
p′ pavidalo

s u→ v.

Žinom, kad
δf ′(s, u) = δf ′(s, v)− 1 < δf ′(s, v).

Iš (1) ǐsplaukia, kad

(2) δf (s, u) ≤ δf ′(s, u).

Dabar gri
‘
žtame i

‘
tinkla

‘
Gf . Tegu u ir v yra jau anksčiau aptartos viršūnės. Jei

f [uv] < c(uv),

tai uv ∈ Ef ir pagal (2)

δf (s, v) ≤ δf (s, u) + 1 ≤ δf ′(s, u) + 1 = δf ′(s, v).

Tai rodo, kad po srauto auginimo δf ′(s, v) nesumažėjo. Prieštara i
‘
rodo, kad

f [uv] = c(uv),

bet tada uv 6∈ Ef . Vadinasi, auginantis s t takas turi turėti briauna
‘
vu. Jo pavidalas

yra
s v → u t.

Edmondso-Karpo algoritme jis yra trumpiausias, jo dalis s v → u irgi yra trumpiausias
takas tarp tarpiniu

‘
viršūniu

‘
. Vėl pasinaudoje

‘
(2), gauname

δf (s, v) = δf (s, u)− 1 ≤ δf ′(s, u)− 1 = δf ′(s, v)− 2 < δf ′(s, v).

Prieštara i
‘
rodo lemos tvirtinima

‘
. �

Apibrėžimas. Tako p : s t briauna
‘

uv ∈ Ef , tenkinančia
‘

sa
‘
lyga

‘

cf (p) = cf (uv),

vadinsime kritine.
2 lema. Ta pati briauna, vykdant Edmondso-Karpo algoritma

‘
, gali būti kritine ne

daugiau kaip
|V |/2− 1

kartu
‘
.

I
‘
rodymas. Atlikus srauto padidinima

‘
take, kritinė briauna likutiniame grafe ǐsnyksta.

Ji yra trumpiausiame s t take. Todėl

δf (s, v) = δf (s, u) + 1.
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Kada ji vėl pasirodo kokiame nors likutinio tinklo auginančiame take? Tai gali atsitikti
tik prieš tai pasirodžius vu. Lemos 1 i

‘
rodyme pastebėjome, kad šios briaunos pasirodymo

metu auginančiame take ir esant srautui f ′, turime

δf ′(s, u) = δf ′(s, v) + 1 ≥ δf (s, v) + 1 = δf (s, u) + 2.

Vadinasi, briauna uv vėl taps kritine, kai atstumas δf (s, u) padidės bent 2. Kadangi
δf (s, u) ≤ |V | − 2, ǐs čia gauname atsakyma

‘
. Lema i

‘
rodyta. �

Išvada. Per visa
‘
Edmondso-Karpo algoritmo vykdymo laikotarpi

‘
yra ne daugiau kaip

|E||V |/2 kritiniu
‘

briaunu
‘

su galimais pasikartojimais.

Teorema. Edmondso-Karpo algoritmas duoda maksimalu
‘
srauta

‘
per O(|V ||E|2) žing-

sniu
‘
.

I
‘
rodymas. Išnykus kritinėms briaunoms nėra ir auginančiu

‘
s  t taku

‘
. Pagal Fordo-

Fulkersono teorema
‘
tada f jau yra maksimalusis srautas.

Pagal ka
‘
tik padaryta

‘
ǐsvada

‘
kritiniu

‘
briaunu

‘
skaičius yra O(|V ||E|), o kiekvieno augi-

nančio tako ilgis neviršija |E|. Jo briaunoms vis reikia perskaičiuoti talpas ir liekamuosius
srautus. Tai užtrunka O(|E|) laiko. Tad algoritmo realizacijos trukmė yra O(|V ||E|2). �

11. Maksimalusis dvidalis suporavimas

Suporavimu grafe G = (V,E) vadiname nepriklausomu
‘
briaunu

‘
poaibi

‘
. Kitaip tari-

ant, M ⊂ E yra suporavimas, jei kiekviena viršūnė v ∈ V turi ne daugiau kaip viena
‘

incidenčia
‘
jai briauna

‘
ǐs M . Maksimalusis suporavimas turi didžiausia

‘
skaičiu

‘
briaunu

‘
.

Mes nagrinėsime maksimalaus suporavimo uždavini
‘
dvidaliame grafe, todėl prie termino

pridėsime žodi
‘
,,dvidalis” . Tegu jame V = L ∪R yra viršūniu

‘
aibės skaidinys.

Apibrėžimas. Visǐskasis suporavimas dvidaliame grafe G = (L ∪ R,E) yra toks po-
ravimas, kai visos vienos dalies viršūnės yra incidenčios suporavimo briaunoms.

Prisiminkite Hallo vedybu
‘
problema

‘
! Aǐsku, kad visǐskojo suporavimo M atveju |M | =

min{|L|, |R|}. Toks suporavimas ne visada egzistuoja, bet visada galime rasti maksima
‘
lu

‘
ji
‘

dvidali
‘
suporavima

‘
.

Pritaikysime Fordo-Fulkersono algoritma
‘
. Tuo tikslu sudarome asocijuota

‘
srauto tink-

la
‘
G′ = (V ′, E′) su

V ′ = L ∪R ∪ {s, t}, E′ = {uv ∈ E} ∪ {su : u ∈ L} ∪ {vt : v ∈ R}

ir visoms briaunoms suteikiame kryptis ir vienetines talpas.

1 lema. Jei M yra dvidalis suporavimas, tai asocijuotame tinkle egzistuoja srautas
f , kurio didumas yra |f | = |M |. Atvirkščiai, turėdami tinkle G′ sveikareikšmi

‘
srauta

‘
f ,

turime ir suporavima
‘

M , kurio didumas yra |M | = |f |.
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I
‘
rodymas. Išnagrinėkime paveiksla

‘
:

Tarkime, kad M yra dvidalis suporavimas ir apibrėžkime funkcija
‘
f : E → Z

f(su) = f(uv) = f(vt) = 1

ir
f(us) = f(vu) = f(tv) = −1,

jei uv ∈M , bei f(uv) = 0, jei (u, v) ∈ V ′×V ′ \E′. Ji tenkina srauto aksiomas. Matome,
kad takai

s→ u→ v → t,

kai uv ∈ M yra nepriklausomi. Todėl jais galime ,,praleisti” vienetinio didumo srautus.
Tai apibrėžia tinklo G′ srauta

‘
, kurio didumas lygus pjūvio

({s} ∪ L) ∪ (R ∪ {t})

talpai |M |.
Atvirkščiai, Jei turime srauta

‘
f su reikšmėmis Z. Pažymėkime

M = {uv : u ∈ L, v ∈ R, f(uv) > 0}.

Kadangi c(uv) = 1, tai visosms šioms briaunoms f(uv) = 1. Ar jos yra nepriklausomos?
Jeigu būtu

‘
priešingai, t.y. kažkokia viršūnė būtu

‘
incidenti dviems briaunoms ǐs M . Va-

dinasi, joje būtu
‘
pažeidžiamas Kirchhofo dėsnis. Vadinasi, M yra suporavimas. Raskime

jo galia
‘
|M |.

Pastebėkime, kad |M | = f(L,R), todėl

|M | = f(L, V ′)− f(L,L)− f(L, s)− f(L, t) = 0− 0 + f(s, L)− 0 = f(s, V ′) = |f |.
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Lema i
‘
rodyta. �

2 lema. Jei tinkle talpa yra sveikareikšmė, tai maksimalus srauto didumas yra sveika-
reikšmis.

I
‘
rodymas. Praktǐskai realizuokime Fordo-Fulkersono procedūra

‘
. Kiekviename žingsny-

je srautai iteruojami pagal taisykle
‘
f [uv] ← f [uv] + cf (p), čia cf (p) yra sveikareikšmė

likutinė talpa take p. Pritaike
‘
indukcija

‘
pagal iteraciju

‘
skaičiu

‘
, i

‘
rodome teigini

‘
. �

1 teorema. Maksimalaus suporavimo galia lygi maksimalaus srauto asocijuotame
tinkle didumui.

I
‘
rodymas. Tai yra ǐsvada ǐs 1 ir 2 lemu

‘
bei Fordo-Fulkersono teoremos. �

Aprašytas algoritmas palengvina ir visǐskojo suporavimo kriterijaus (Hallo sa
‘
lygos)

patikrinima
‘
. Ta

‘
demonstrusime reguliariu

‘
dvidaliu

‘
grafu

‘
atveju. Primename, kad d

reguliarus grafas turi visas d laipsnio viršūnes.
2 teorema. Dvidalis d ≥ 1 reguliarus grafas turi visǐska

‘
ji
‘

suporavima
‘
.

I
‘
rodymas. Imkime asocijuota

‘
tinkla

‘
. Tegu |L| ≤ |R|. Jo minimalaus pjūvio talpa lygi

|L|. Jame maksimalusis srautas turi diduma
‘
|L|. Vadinasi, pagal 1 teorema

‘
yra tokios

galios suporavimas, kuris suporuoja visas L viršūnes. �

12. Priešsraučio stūmimo algoritmas

Šiuo algoritmu irgi yra sprendžiamas maksimalaus srauto uždavinys. Yra pasiekiamas
O(|V |3) vykdymo trukmės laikas. Esminis skirtumas nuo ankstesniu

‘
metodu

‘
yra tas, kad

atsisakoma auginančiu
‘
taku

‘
ieškojimo, tarpiniuose žingsniuose atsisakoma net Kirchhofo

aksiomos.
Apibrėžimas. Priešsraučiu tinkle vadinama funkcija F : V × V → R, tenkinanti

sa
‘
lygas:
(i) f(uv) = −f(vu);
(ii) f(uv) ≤ c(uv);
(iii) f(V, u) =

∑
v∈V f(vu) ≥ 0 kiekvienai u ∈ V \ {s}.

Dydi
‘
e(u) := f(V, u) vadinsime pertekliniu srautu viršūnėjė u. Viršūne

‘
u ∈ V \ {s, t}

su e(u) > 0 vadinsime pertekline. Galima i
‘
sivaizduoti, kad viršūnės turi neribotus rez-

ervuarus, kuriuose laikinai patalpinamas perteklinis srautas e(u). Šis i
‘
vaizdis dar patogus

ir tuo, kad algoritmo vykdymo metu viršūnė bus ,,keliama” aukštyn, kad šis perteklius
galėtu

‘
,, ǐstekėti” i

‘
gretima

‘
viršūne

‘
. Kaip ir anksčiau skaičiuosime likutinius tinklus

Gf = (V,Ef ), bet f jau bus priešsrautis ir nebūtinai srautas.
Apibrėžimas. Aukščiu vadinama funkcija h : V → N, tankinanti sa

‘
lygas:

(i) h(s) = |V |, h(t) = 0;
(ii) h(u) ≤ h(v) + 1, jei uv ∈ Ef .
Vadinasi, jei f yra priešsrautis tinkle G = (V,E) ir h – aukščio funkcija, tai poroms

(u, v) ∈ V × V ǐs
h(u) > h(v) + 1

ǐsplauks uv 6 inEf .



44

Viena ǐs pagrindiniu
‘
operaciju

‘
yra Stumk(uv). Ji bus vykdoma, kai

(1) cf (uv) > 0, h(u) = h(v) + 1.

Jos metu briauna uv ǐsstumiamas srautas

df (uv) = min{e(u), cf (uv)}.

Stumk(uv):
1. df (uv)← min{e[u], cf (uv)}
2. f [uv]← f [uv] + df (uv)
3. f [vu]← −f [uv]
4. e[u]← e[u]− df (uv)
5. e[v]← e[v] + df (uv)
Pastebėkime, kad ši operacija nepriklauso nuo aukščio, bet vykdant (1) sa

‘
lyga yra

būtina. Kaip anksčiau buvome pastebėje
‘
, likutiniame tinkle briaunos uv ir nebus, jei

h(u) > h(v)+1. Stūmimas yra prisotinantis, jei df (uv) = cf (uv), todėl po jo likutiniame
tinkle ši briauna ǐsnyks. Priešingu atveju, stūmimas yra neprisotinantis.

Kita svarbi operacija yra Kelk(u), atliekama, jei viršūnė yra perteklinė ir visoms
briaunoms uv ∈ Ef su cf (uv) > 0, turime h(u) ≤ h(v). Paskutinė sa

‘
lyga reǐskia, kad ǐs u

yra ne aukščiau, nei kitos jos kaimynės i
‘
kurias patenkama likutiniame tinkle. Primename,

kad s ir t nelaikomos pertekliėmis, tad jos nebus keliamos.

Kelk(u):
1. h[u]← 1 + min{h[v] : uv ∈ Ef}
Pastebėkime, kad perteklinei viršūnei visada e(u) = f(V, u) > 0, todėl yra tokia viena

v ∈ V , kad f(vu) > 0. Tada

cf (uv) = c(uv)− f(uv) = c(uv) + f(vu) > 0.

Taigi, egzistuoja uv ∈ Ef .

Dabar galime aprašyti bendrus priešsraučiu
‘
algoritmu

‘
principus. Pradėkime nuo ini-

cializacijos.

INIT(G, s):
1. for ∀u ∈ V
2. do h[u]← 0
3. e[u]← 0
4. for ∀uv ∈ E
5. do f [uv]← 0
6. f [vu]← 0
7. h[s]← |V |
8. for ∀u ∈ Adj[s]
9. do f [su]← c(su)
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10. f [us]← −c(su)
11. e[u]← c(su)
END
Taigi INIT(G, s) sukuria priešsrauti

‘

f [uv] =


c(uv), jei u=s,
−c(vu), jei v=s,
0 likusiais atvejais.

Visos viršūnės, gretimos su s gavo srauto pertekliu
‘
. Tuo pačiu apibrėžėme ir aukščio

funkcijos pirma
‘
ja

‘
iteracija

‘
. I

‘
sitikinkite, kad visos aukščio funkcijos sa

‘
lygos yra patenkin-

tos!

Bendra Pr-St procedūra:
1. INIT(G, s)
2. while egzistuoja galimybė naudoti Kelk(u) ar Stumkuv)
3. do tai.

1 lema. Tarkime, kad f yra priešsrautis tinkle G = (V,E) su šaltinio viršūne s ir
tikslo viršūne t bei aukščio funkcija h. Jei u yra perteklinė viršūnė, tai galime taikyti
Kelk(u) arba Stumk(uv) operacija

‘
.

I
‘
rodymas. Kiekvienai likutinio grafo briaunai turime

h(u) ≤ h(v) + 1.

Jei Stumk(uv) negalime taikyti, tai turi būti h(u) < h(v) + 1. Taigi, h(u) ≤ h(v) ir
galime taikyti Kelk(u). �

2 lema (Aukščio funkcijos savybės). Atliekant Bendra
‘
Pr-St procedūra

‘
, h[u] nema-

žėja. Jei u bent karta
‘

kėlėme, tai jos aukštis padidėjo bent vienetu. Visada h[u] tenkina
aukščio funkcijos reikalavimus.

I
‘
rodymas. Stūmimo metu aukščio funkcija nekeičiama. Reikia patikrinti paskutini

‘
lemos teigini

‘
. Pritaikome indukcija

‘
pagal kėlimu

‘
skaičiu

‘
. Po inicializacijos h tenkino

minėtus reikalavimus.
Tegu uv ∈ Ef . Jei šiame likutiniame tinkle u kėlėme, tai prieš tai buvo h[u] ≤ h[v], o

po pakėlimo – h(u) ≤ h(v) + 1. Vadinasi, aukščio funkcijos sa
‘
lyga galioja ir dabar.

Tegu wu ∈ Ef . Jei šiame likutiniame tinkle u kėlėme, tai prieš tai galiojo indukcijos
aksioma ir buvo h[w] ≤ h[u] + 1, o po pakėlimo – h(w) ≤ h(u) + 1. Vadinasi, aukščio
funkcijos sa

‘
lyga irgi dabar yra patenkinta. �

Dabar pastebėsime viena
‘
likutinio tinklo savybe

‘
, kurios nebuvo naudojat srautus, o

ne priešsraučius.
3 lema. Tarkime, kad f yra priešsrautis tinkle G = (V,E) su šaltinio viršūne s ir

tikslo viršūne t bei aukščio funkcija h. Likutiniame tinkle Gf = (V,Ef ) nėra s− t tako,
einančio briaunu

‘
kryptimis.



46

I
‘
rodymas. Tegu p = v0v1 · · · vk yra toks takas, s − v0, t = vk ir k < |V |. Jo briaunos

vivi+1 ∈ Ef . Be to, h(vi) ≤ h(vi+1) + 1, kai i = 0, . . . , k − 1. Vadinasi,

h(s) ≤ h(t) + k = k < |V |.

Bet jau inicializacijoje turėjome h(s) = |V |. Prieštara i
‘
rodo lemos teigini

‘
. �

Teorema. Atlikus Bendra
‘
Pr-St procedūra

‘
, priešsrautis yra maksimalusis srautas.

I
‘
rodymas. Pabaigoje bet kokia viršūnė u ∈ V \ {s, t} negali būti perteklinė. Visa

‘
procedūros vykdymo laika

‘
f buvo priešsraučiu likutiniuose grafuose. Kai nėra pertekliniu

‘
viršūniu

‘
, jis yra srautas. Aukščio funkcija irgi ǐslieka visa

‘
laika

‘
apibrėžta. Pagal 3 lema

‘
pabaigoje nebėra s− t taku

‘
. Vadinasi, srauto padidinti nebėra kaip. Jis yra maksimalus.

�

13. Priešsraučio stūmimo algoritmo analizė

Dabar i
‘
sitikinsime, kad šiuo algoritmu maksimaliojo srauto problema ǐssprendžiama

per O(|V |2|E|) laiko vienetu
‘
arba žingsniu

‘
. Pradžioje pateiksime keleta

‘
lemu

‘
. s

1 lema. Tarkime, kad f yra priešsrautis tinkle G = (V,E) su šaltinio viršūne s ir
tikslo viršūne t. Jei u yra perteklinė viršūnė, tai likutiniame tinkle Gf yra u− s takas.

I
‘
rodymas. Tuoj po inicializacijos tai trivialu. Sudarykime viršūniu

‘
aibės skaidini

‘
. Tegu

U = {v : ∃(u− v) takas, priklausantis Gf}

ir tarkime, kad s 6∈ U . Pažymėkime Ū = V \ U . Taigi, U sudaro visos pasiekiamos ǐs u
viršūnės, o Ū - nepasiekiamos. Tegu v yra pasiekiama, o w – nepasiekiama, i

‘
rodysime,

kad

(1) f(wv) ≤ 0.

Priešingas (1)-am teiginys rodo, kad f(vw) < 0, Vadinasi, likutinė talpa

cf (vw) = c(vw)− f(vw) > 0.

Todėl egzistuoja briauna vw ∈ Ef . Bet tada takas u v → w rodo, kad grafe Gf viršūnė
w yra pasiekiama. Prieštara i

‘
rodo (1) nelygybe

‘
. Iš čia gauname

f(U, Ū) ≤ 0.

Todėl
0 < e(U) =

∑
u∈U

e(u) = f(V,U) = f(Ū , U) + f(U,U) = f(Ū , U) ≤ 0.

Prieštara baigia i
‘
rodyti lemos teigini

‘
. �

2 lema. Tarkime, kad tinkle G = (V,E) su šaltinio viršūne s ir tikslo viršūne t yra
apibrėžta aukščio funkcija h. Vykdant Bendra

‘
Pr-St procedūra

‘
, visada ir visoms u ∈ V

h[u] ≤ 2|V | − 1.



47

I
‘
rodymas. Visada nekintamai turime h(s) = |V | ir h(t) = 0. Tegu u yra bet kokia kita

viršūnė. Imkime 1 lemoje nurodyta
‘
u s taka

‘

p = v0v1 . . . vk, v0 = u, vk = s, k ≤ |V | − 1.

Kadangi vivi+1 ∈ Ef , tai h[vi] ≤ h[vi+1] + 1. Sudėje
‘
pagal i, gauname

h[v0] = h[u] ≤ h[vk] + k = h[s] + k ≤ 2|V | − 1.

Lema i
‘
rodyta. �

Išvada. Vykdant Bendra
‘
Pr-St procedūra

‘
, atliekama ne daugiau negu 2|V |2 viršūniu

‘
kėlimu

‘
.

I
‘
rodymas. Kiekviena

‘
karta

‘
bet kokia viršūnė keliama bent per vieneta

‘
. �

Dabar rasime priešsraučio stūmimu
‘
skaičiu

‘
. Pradėkime nuo prisotinančiu

‘
ju

‘
. Prieš ji

‘
vykdant turi galioti sa

‘
lyga c(uv) ≤ e[u], o po jo – cf (uv) = 0.

3 lema. Vykdant Bendra
‘
Pr-St procedūra

‘
, atliekama ne daugiau negu 2|V ||E| pris-

otinančiu
‘

stūmimu
‘
.

I
‘
rodymas. Imkime pora

‘
u, v ∈ V . Stūmimai gali būti vykdomi arba uv arba briauna

vu. Tegu jau i
‘
vykdėm pirma

‘
ji
‘
prisotinanti

‘
stūmima

‘
, t.y., ji

‘
vykdėme briauna uv. Turėjo

būti e[u] ≥ c(uv). Kadangi likutinė talpa cf (uv) = 0, briauna uv dingo. Iki kito stūmimo
ta pačia briauna turėjo būti atliktas stūmimas briauna vu. O tam reikėjo v pakelti bent
du kartus. Panašiai, būtu

‘
teke

‘
elgtis ir su briauna vu.

Nagrinėkime seka
‘

h[u] + h[v],

kai tarp briaunu
‘
u ir v, viena ar kita kryptimi, yra vykdomi prisotinantys stūmimai. Turi

būti
h[u] + h[v] ≥ 1.

Pagal 2 lema
‘
po paskutinio stūmimo

h[u] + h[v] ≤ (2|V | − 1) + 2(|V | − 2) = 4|V | − 3.

Kadangi tarp stūmimu
‘
yra kėlimas bent per du, tai stūmimu

‘
skaičius neviršys

(4|V | − 3)/2 + 1 = 2|V | − 1

Padaugine
‘
ši
‘
i
‘
verti

‘
ǐs briaunu

‘
skaičiaus, gauname norima

‘
rezultata

‘
. �

4 lema. Vykdant Bendra
‘
Pr-St procedūra

‘
, atliekama ne daugiau negu 4|V |2(|V | +

|E|) neprisotinančiu
‘

stūmimu
‘
.

I
‘
rodymas. Dabar nagrinėkime funckija

‘

Φ(X) :=
∑
v∈X

h[v];
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čia X yra isu
‘

pertekliniu
‘

viršūniu
‘

aibė. Po inicializacijos turime Φ(X) = 0. Kėlimai
nekeičia aibės X, o pagal 2 lema

‘
viena

‘
viršūne

‘
galime ǐskelti i

‘
ne didesni

‘
kaip 2|V | aukšti

‘
.

Pagal ǐsvada
‘
ǐs viso, gal būt, pakartojamu

‘
viršūniu

‘
kėlimu

‘
yra ne daugiau kaip 2|V |2.

Prisotinantys stūmimai ǐs u i
‘
v nekeičia aukščio (jis neviršija 2|V |), bet po jo viršūnė v

gali jau patekti i
‘
aibe

‘
X. Todėl pagal 3 lema

‘
galimas funkcijos Φ(X) padidėjimas dėl šios

priežasties irgi ne didesnis už 2|V | × 2|V ||E|.
Neprisotinantis stūmimas ǐs u i

‘
v, priešingai, sumažina šia

‘
funkcija

‘
bent per vieneta

‘
.

Iš tiesu
‘
, po jo u nebepriklauso X aibei, todėl h(u) atsiėmė ǐs šios sumos, o net jei v naujai

i
‘
sijungė i

‘
aibe

‘
X reikšmė h(v) = h(u)−1 negalėjo vienetu kompensuoti nuostuolio. Taigi,

pirmais dviem atvejais Φ(X) galėjo padidėti ne daugiau kaip iki

(2) 4|V |2(|V |+ |E|),

o neprisotinantys stūmimai mažina bent per vieneta
‘
, bet nuo to Φ(X) neigiamas negali

pasidaryti. Vadinasi, ju
‘
skaičius neviršija (2) skaičiaus.

Lema i
‘
rodyta. �

Teorema. Vykdant Bendra
‘

Pr-St procedūra
‘
, pakanka O(|V |2) baziniu

‘
Kelk ir

O(|V |2|E|) Stumk operaciju
‘
. Visas algoritmo realizacijos laikas yra O(|V |4).

I
‘
rodymas. Pirmas teiginys ǐsplaukia ǐs 2 lemos ǐsvados, 3 ir 4 lemu

‘
. �

Kelk(u) metu reikia atlikti

h[u]← 1 + min{h[v] : uv ∈ Ef}.

Tai užima O(|V |) laiko. Vadinasi, kėlimu
‘
užimamas laikas neviršija teoremoje nurodyto

rėžio.
Vieman stūmimui pakanka O(1) laiko, o visiems – O(|V |2|E|) laiko. �

14. ,,Kelk priekin” algoritmas

Priešsraučio stūmimo algoritme pagrindinės Kelk ir Stumk operacijos taikomos be
jokios ǐsankstinės tvarkos, kada tik jas galima taikyti. Reguliuojant ši

‘
procesa

‘
, algoritma

‘
galima patobulinti ir vykdymo greiti

‘
padidinti nuo O(|V |2|E|) iki O(|V |3). Retiems tin-

klams tai yra esminis pagerinimas.
Naujas algoritmas vykdymo metu ǐssaugo viršūniu

‘
sa

‘
raša

‘
. Pradėdamas nuo pradinės

viršūnės ǐs eilės, jas, jeigu reikia, pakelia ir ǐskrauna ǐsstumdamas perteklini
‘
priešsrauti

‘
.

Žinoma, sekantys kėlimai ir stūmimai, gali ja
‘

vėl padaryti pertekline, todėl panašias
procedūras tenka kartoti keleta

‘
kartu

‘
. Kiekviena

‘
karta

‘
pakėlus viršūne

‘
, ji i

‘
rašoma sa

‘
rašo

priekyje, todėl ir algoritmas vadinamas ,,kelk priekin” vardu.
Tinklo G = (V,E) su šaltinio viršūne s ir tikslo viršūne t bei priešsraučiu f briauna

uv vadinama tinkama (arba leistina), jeigu

cf (uv) > 0, h(u) = h(v) + 1.

Prisiminkime, kad anksčiau ǐsnagrinėtame priešsraučio stūmimo algoritme, jei būdavo
e(u) > 0, tai būtent tinkamomis briaunomis mes vykdydavome operacija

‘
Stumk(uv).

Tinklas Gf,h = (V,Ef,h) irgi vadinamas tinkamu, čia Ef,h – visu
‘
tinkamu

‘
briaunu

‘
aibė.
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1 lema. Tegu G = (V,E) – tinklas su priešsraučiu f ir aukščio funkcija h. Tinkamas
tinklas Gf,h = (V,Ef,h) yra beciklis.

I
‘
rodymas. Tegu priešingai p = v0v1 . . . vk, v0 = vk, o k > 0, – ciklas. Jo briaunos yra

tinkamos, todėl
h(ui−1) = h(ui) + 1, i = 1, . . . , k.

Sudėje
‘
šias lygybes, gauname

k∑
i=1

h(ui−1) =
k∑

i=1

h(ui) + k.

Aukščiu
‘
sumos, esančios kairėje ir dešinėje, yra lygios. Todėl gauname prieštara

‘
: 0 <

k = 0. �
2 lema. Tegu tinkle G = (V,E) su priešsraučiu f ir aukčio funkcija h viršūnė u

yra perteklinė, o briauna uv – tinkama. Stumk(uv) operacija nesukuria nauju
‘

tinkamu
‘

briaunu
‘
, bet uv gali tapti netinkama.

I
‘
rodymas. Atlikus minima

‘
operacija

‘
, gali atsirasti briauna vu. Bet h(v) = h(u) − 1,

todėl ji nebus tinkama. Prisotinančio stūmimo atveju briauna uv ǐsnyks. �
3 lema. Tegu tinkle G = (V,E) su priešsraučiu f ir aukčio funkcija h viršūnė u

yra perteklinė, bet nėra tinkamu
‘

briaunu
‘
, ǐseinančiu

‘
ǐs u. Tada galima taikyti Kelk(u)

operacija
‘
. Po jos atsiranda bent viena tinkama briauna, ǐseinanti ǐs u, bet nebus i

‘
ja
‘

i
‘
einančiu

‘
tinkamu

‘
briaunu

‘
.

I
‘
rodymas. Neturėdami tinkamu

‘
briaunu

‘
, pertekline

‘
viršūne

‘
galime tik kelti. Po jos

h[u] = 1 + min{h[v] : uv ∈ Ef}.

Todėl jei v realizavo ši
‘

minimuma
‘
, briauna uv tampa tinkama. Pirmas tvirtinimas

i
‘
rodytas.

Tegu priešingai antrajam teiginiui atsirado tinkama vu briauna. Turi galioti lygybė

h[v] = h[u] + 1.

Vadinasi, prieš kėlima
‘
turėjo būti

h[v] > h[u] + 1.

Bet pagal pereito skyrelio lema
‘

likutiniu
‘

briaunu
‘

tarp viršūniu
‘
, kuriu

‘
aukščiai skiriasi

daugiau nei per vieneta
‘
, nėra. Be to, kėlimas nekeičia likutiniu

‘
briaunu

‘
. Vadinasi, vu

nepriklauso likutiniam tinklui, juo labiau ji negali būti tinkama. �
Algoritmo procedūrose naudojami atributai ar žymekliai. Kiekvienai viršūnei u ∈ V

sudarinėjamas neorentuotas gretimu
‘

viršūniu
‘

sa
‘
rašas N [u], t.y., v ∈ N [u], jei uv ∈ E

arba vu ∈ E. Pirmoji sa
‘
rašo viršūnė vadinama galva ir žymima galva[N [u]]. Po v

einanti viršūnė turės atributa
‘

sek[v], jis lygus NIL, jei v – paskutinė sa
‘
rašo viršūnė.

Žymeklis nagr[u] bus priskiriamas viršūnei ǐs N [u], kuri tuo metu yra apdorojama.
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Pagrindinė procedūra yra

Iškrauk(u):

1. while e[u] > 0
2. do v ← nagr[u]
3. if v = NIL

4. then Kelk(u)
5. nagr[u]← galva[N [u]]
6. else if cf (uv) > 0 ir h[u] = h[v] + 1
7. then Stumk(uv)
8. else nagr[u]← sek[v]
END

Išnagrinėkime pateikta
‘
eskiza

‘
:
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Svarbu, kad ǐskvietus Iškrauk(u), procedūru
‘
Kelk(u) ir Stumk(uv) vykdymo sa

‘
lygos

būtu
‘
patenkintos.

4 lema. Jei Iškrauk(u) ǐskviečia Kelk(u) ir Stumk(uv), tai tuo metu jas galima ir
vykdyti.
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I
‘
rodymas. Tvirtinimas akivaizdus dėl Stumk(uv), nes 1-as žingsnis garantuoja srauto

pertekliu
‘
, o 6-as užtikrina šios procedūros vykdymo sa

‘
lygas.

Kelk(u) vykdoma, kai v = NIL, vadinasi, ši viršūnė yra sa
‘
rašo gale. Kadangi žymeklis

nagr[u] perbėgo visa
‘
sa

‘
raša

‘
, tai pagal 6-o žingsnio sa

‘
lyga

‘
nebuvo aptikta tinkamu

‘
briau-

nu
‘
, be to, procedūra Stumk(uv) ju

‘
nesukuria (2 lema). Pagal 3 lema

‘
galima taikyti

Kelk procedūra
‘
. �

Dabar galime nagrinėti pati
‘
algoritma

‘
. Tariame, kad N [u] – ǐs anksto sukurti sa

‘
rašai, o

L bus sudaromas viršūniu
‘
V \{s, t} sa

‘
rašas, kurio neǐskrautu

‘
viršūniu

‘
likutis vis trumpės,

o ǐskrautos viršūnės vis bus perkeliamos i
‘
jo prieki

‘
, todėl taps jo galva. Viršūniu

‘
aukštis

h kis, jis visa
‘
laika

‘
bus lyginamas, todėl i

‘
veskime senojo aukščio kintama

‘
ji
‘
senauk.

Kelk-priekin(G, s, t):

1. INIT-pr-sr(G, s)

2. L← V \ {s, t} (bet kokia tvarka)

3. for each u ∈ V \ {s, t}

4. do nagr[u]← galva[N [u]]

5. u← galva[L]

6. while u 6= NIL

7. do senauk ← h[u]

8. Iškrauk(u)

9. if h[u] > senauk

10. then i
‘
rašyk u i

‘
sa

‘
rašo L pieki

‘

11. u← sek[u]

END
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Išnagrinėkime veikimo schema
‘
:
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Kaip matome po incializacijos sukuriamas potencialiu
‘

pertekliniu
‘

viršūniu
‘

sa
‘
rašas

L ir 4-ame žingsnyje žymekliai nagr[u] nukreipiami i
‘
gretimu

‘
ju

‘
viršūniu

‘
sa

‘
rašu

‘
galvas.

Žingsnis 5 pradeda L sa
‘
raša

‘
pirma

‘
ja viršūne. Kadangi toliau yra vykdomas perteklinio

srauto ǐskrovimas, kurio metu gal pakisti ir viršūnės aukštis, tai sena
‘
ji
‘
aukšti

‘
pasiliekam

atmintyje. Tai padaroma 7 žingsnyje. Pakelta ir ǐskrauta viršūnė u po to vėl atsiduria L
priekyje. Toliau pereinama prie sekančios po u sa

‘
raše L viršūnės. Visa tai vykdoma tol,

kol u 6= NIL. Kai peržiūrėtas visas sa
‘
rašas, algoritmo realizacija pasibaigia.

Norėdami i
‘
sitikinti, kad, realizavus algoritma

‘
, yra randamas maksimalus srautas, tu-

rime i
‘
rodyti, kad mes atlikome Bendra

‘
-pr.sr. stūmimo procedūra

‘
. Ja

‘
esame aptare

‘
anksčiau. Faktǐskai pakaks i

‘
sitikinti, kad pabaigus vykdyti ši

‘
algoritma

‘
, jokia Stumk ar

Kelk procedūra nebegalima. Svarbu pastebėti, kad sa
‘
rašas L tinkamame tinkle ǐslieka

topologǐskai surūšiuotas, o srauto perteklius vis stumiamas i
‘
toliau esančias viršūnes.

5 lema. Kelk-priekin(G, s, t) žingsniuose 6-11 atliekamos iteracijos ǐslaiko L sa
‘
rašo

viršūniu
‘

topologini
‘

surūšiavima
‘

tinkamame tinkle Gf,h.

I
‘
rodymas. Tuoj po inicializacijos visu

‘
viršūniu

‘
, ǐsskyrus s, aukščiai yra nuliniai. Nėra

tinkamu
‘
briaunu

‘
, todėl Gf,h yra tuščias.
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Tegu jau turime topologǐskai surūšiuota
‘

L ir toliau atliekame iteracijas. Tinkamas
tinklas kinta tik vykdant Kelk ir Stumk operacijas. Pagal 2 lema

‘
pastaroji gali tik

panaikinti tinkamas briaunas, tad ji neturės i
‘
takos topologiniam viršūniu

‘
surūšiavimui.

Pagal 3 lema
‘
pakėlus viršūne

‘
, nebelieka i

‘
einančiu

‘
tinkamu

‘
briaunu

‘
, bet gali atsirasti

ǐseinančiu
‘
. Perkėlus tokia

‘
viršūne

‘
i
‘
L pradžia

‘
, topologinis surūšiavimas ǐslieka. �

Teorema. Kelk-priekin algoritmas suranda maksimalu
‘
ji
‘

srauta
‘

per O(|V |3) laiko.

I
‘
rodymas. Pagal 5 lema

‘
palaikomas topologǐskai surūšiuotas sa

‘
rašas L. Jo pirmoji

viršūnė yra ǐskraunama, ir priešsrautis nustumiamas toliau. Kai nebelieka galimybės
vykdyti Kelk ir Stumk operaciju

‘
, pagal praeito skyrelio medžiaga

‘
mes žinome, kad jau

yra suskaičiuotas maksimalus srautas.

Praeitame skyrelyje buvome i
‘
rode

‘
, jog yra ne daugiau kaip O(|V |) kėlimo operaciju

‘
vienai viršūnei ir O(|V |2) ǐs viso. Todėl yra O(|V |2) tarpu

‘
tarp dvieju

‘
kėlimu

‘
. Kiekvien-

ame tarpe Iškrauk kviečiama ne daugiau kaip |V | kartu
‘
. Iš tiesu

‘
, jei ǐskvietus ja

‘
, ji jokios

viršūnės nekelia (9-ame žingsnyje nurodyta sa
‘
lyga negalioja), tai mes turime ǐskrauti L

sa
‘
rašo viršūnes. Bet jo ilgis neviršija |V |. Jei ji kelia viršūne

‘
, tai sekantis ǐskrauk jau

patektu
‘
i
‘
kita

‘
tarpa

‘
. Taigi, algoritmo žingsniai, tik ǐskviečiantys Iškrauk procedūra

‘
, o

ne vykdantys pačia
‘
procedūra

‘
, užima O(|V |3) laiko.

Vidiniai likusieji žingsniai vykdo triju
‘
tipu

‘
veikla

‘
. Visi kėlimai trunka O(|V ||E|) laiko.

Čia reikia geros Bendros-pr.st. procedūros realizacijos. Reikia palaikyti informacija
‘

apie likutiniu
‘
tinklu

‘
viršūniu

‘
aukščius, nes yra kiek ilgesnis minimumo ieškojimo žingsne-

lis.

Iškrauk(u) 8-oje eilutėje yra gretimu
‘
ju

‘
viršūniu

‘
sa

‘
rašo perbėgimas. Trukmė priklauso

nuo laipsnio δ(u). Tad, vienai viršūnei reikia (keliama ne daugiau |V | kartu
‘
) O(|V |δ(u))

laiko. Sudėje
‘
gauname O(|V ||E|).

Pagaliau, Stumk vykdoma 7-oje eilutėje. Praeitame skyrelyje matėme, kad prisoti-
nančiu

‘
yra ne daugiau kaip O(|V ||E|). Neprisotinantis stūmimas panaikina srauto per-

tekliu
‘
viršūnėje. Toks stūmimas gali būti tik vienas, viena

‘
karta

‘
ǐskvietus Iškrauk(u).

Kvietimu
‘
yra O(|V |3), vadinasi, dėl visu

‘
stūmimu

‘
sugaǐstama O(|V |3) laiko.

Reziumuodami gauname laiko i
‘
verti

‘
O(|V |3 + |V ||E|) = O(|V |3).

Teorema i
‘
rodyta. �
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15. Maksimalaus srauto algoritmo taikymai

Išsigelbėjimo problema. Tarkime, languoto sa
‘
siuvinio kvadratiniame n×n lape gardelės

viršūnėse yra m ≤ n2 tašku
‘
, kuriuose tupi ”kǐskiai”. Kada egzistuoja tokiu

‘
m neprik-

lausomu
‘

taku
‘
, einančiu

‘
gardelės briaunomis, kuriais kǐskiai galėtu

‘
ǐsbėgti i

‘
puslapio

pakrašti
‘
? Raskite algoritmini

‘
sprendimo būda

‘
.

Pavyzdžiai, kai yra ǐssigelbėjimo takai ir kai nėra.

Sunumeruokime gardelės viršūnes poromis (i, j), 1 ≤ i, j ≤ n, t.y. jas pažymėkime xij .
I
‘
sivaizduokime digrafa

‘
G = (V,E), kurio viršūnės yra xij , o briaunu

‘
aibėje yra langeliu

‘
kraštinės, einančios abiem kryptim. Tad, xij ∈ V , o xijxi+1,j ∈ E ir xi+1,jxi,j ∈ E, jei
i ≤ n− 1.

Tarkime, briaunos ir viršūnės turi vienetines talpas. Kiekviena
‘
viršūne

‘
galime i

‘
sivaiz-

duoti esant trumpu lanku, kurio pradžion i
‘
eina briaunos, o ǐs pabaigos ǐseina briaunos.

Tuos lankelius irgi laikykime digrafo briaunomis.
Pagaliau, i

‘
veskime viena

‘
papildoma

‘
šaltinio viršūne

‘
s ir viena

‘
tikslo viršūne

‘
t. Pažy-

mėkime V ′ = V ∪{s, t}. Išveskime vienetinės talpos briaunas sxij , jei xij tupi kǐskis, bei
briaunas xklt, jei xkl - krašte esanti viršūnė. Tegu E′ - visu

‘
ǐsvestu

‘
briaunu

‘
aibė. Taip

apibrėžėme tinkla
‘
G′ = (V ′, E′).

Teorema. Išsigelbėjimo problemos sprendinys egzistuoja tada ir tik tada, jei sukon-
struotame tinkle G′ = (V ′, E′) maksimalusis srautas lygus m.

I
‘
rodymas. Kaip ir dvidalio grafo suporavimo uždavinyje pastebime, kad maksimaliojo

srauto didumas lygus nepriklausomu
‘
(s−t) taku

‘
skaičiui. To pakanka kǐskiams ǐssigelbėti.

Pjūvis
V ′ = {s} ∪ (V ∪ {t})

turi talpa
‘
m, tad maksimalus srauto didumas neviršys jos. Ir nepriklausomu

‘
(s− t) taku

‘
bus ne daugiau kaip m. Vadinasi, ǐssigelbėjimui būtina rasti tokio didumo srauta

‘
. �

Minimali taku
‘

danga. Pagal apibrėžima
‘

digrafo G = (V,E) taku
‘

danga vadinamas
toks nepriklausomu

‘
taku

‘
rinkinys, kad kiekviena viršūnė priklausytu

‘
vienam ir tik vienam

takui. Rasti minimalios galios taku
‘
danga

‘
, minimalia

‘
ja
‘

danga
‘
.



57

Vėl papildykime digrafa
‘
šaltinio ir tikslo viršūnėmis bei sujunkime jas su visomis bu-

vusiomis viršūnėmis briaunomis. Gausime digrafa
‘

G′ = (V ′, E′) V ′ = V ∪ {s, t}, E′ = E ∪ {sxi, xit : xi ∈ V }.

Briaunoms priskirkime vienetines talpas. Imkime pjūvi
‘
, einanti

‘
per visus minimaliosios

dangos takus, bet tik per viena
‘
kiekvieno tako briauna

‘
. Tai bus minimalios talpos pjūvis.

Sukonstruotame tinkle egzistuos tokio didumo srautas. Vadinasi, suformuluota problema
gali būti sprendžiama taikant maksimalaus srauto tinkle algoritmus.

Gerbiamas Skaitytojau, negalvokite, kad perskaite
‘
ši
‘
konspekta

‘
, jau mokate

realizuoti algoritmus. Dirbdami bet kokioje kompiuterinėje aplinkoje, Jūs
turėsite i

‘
veikti nemaža specifiniu

‘
sunkumu

‘
. Bet juos verta i

‘
veikti!

PRIEDAS. Tipiniai egzaminu
‘
bilietai

1. Paieškos i
‘
ploti

‘
algoritmas

I
‘
rodyti, kad juo randami trumpiausi atstumai nuo vienos viršūnės iki kitu

‘
pasiekiamu

‘
viršūniu

‘
.

2. Paieškos i
‘
gyli

‘
algoritmas

I
‘
rodyti, kad proseneliu

‘
pografis yra mǐskas.

3. Paieškos i
‘
gyli

‘
algoritmas

Suformuluoti ir i
‘
rodyti viršūniu

‘
apdorojimo laiko intervalu

‘
savybe

‘
.

4. Topologinis beciklio digrafo rūšiavimas
I
‘
rodyti, kad šia

‘
užduoti

‘
ǐssprendžia paieškos i

‘
gyli

‘
algoritmas.

5. Stipriai jungios digrafo komponentės
I
‘
rodyti, kad visos stipriai jungios komponentės viršūnės yra viename paieškos gilyn

medyje.

6. Stipriai jungios digrafo komponentės
I
‘
rodyti, kad stipriai jungios komponentės viršūnės turi ta

‘
pati

‘
pirmtaka

‘
(prieštėvi

‘
)

paieškos gilyn algoritme.

7. Stipriai jungios digrafo komponentės
Pateikti ju

‘
radimo algoritma

‘
ir ǐsvesti jo korektǐskuma

‘
.

8. Minimalieji jungiantys medžiai
Pateikti ir ǐsanalizuoti bendra

‘
jungiančiojo medžio auginimo procedūra

‘
panaudojant

pjūvius ir saugias briaunas.
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9. Kruskal’io algoritmas
Pateikti ji

‘
ir ǐsanalizuoti jo vykdymo trukme

‘
.

10. Prim’o algoritmas
Pateikti ji

‘
ir ǐsanalizuoti jo vykdymo trukme

‘
.

11. Trumpiausi atstumai nuo šaltinio
Inicializacija ir briaunos relaksacija. Kintamojo d[u] ir atstumo iki šaltinio sa

‘
ryšiai.

12. Trumpiausi atstumai nuo šaltinio
I
‘
rodyti, kad nesant neigiamo svorio ciklo ir vykdant briaunu

‘
relaksacijas, proseneliu

‘
pografis visada ǐslieka šakniniu medžiu.

13. Trumpiausi atstumai nuo šaltinio iki visu
‘
viršūniu

‘

Dijkstra algoritmas. I
‘
rodyti jo korektǐskuma

‘
.

14. Trumpiausi atstumai nuo šaltinio iki visu
‘
viršūniu

‘

Bellman’o–Ford’o algoritmas. I
‘
rodyti jo korektǐskuma

‘
.

15. Trumpiausi atstumai tarp visu
‘
viršūniu

‘

Bendra procedūra, jos palyginimas su matricu
‘
daugyba.

16. Trumpiausi atstumai tarp visu
‘
viršūniu

‘

Floyd’o–Warshall’o algoritmas. I
‘
vertinti jo vykdymo trukme

‘
.

17. Srautai tinkluose
Ford’o–Fulkerson’o metodas. Likutinio tinklas, jo savybės.

18. Srauta
‘
auginantys takai ir pjūviai tinkle.

I
‘
rodyti maksimalaus srauto ir minimalaus pjūvio teorema

‘
.

19. Maksimalaus srauto problema
Edmonds’o–Karp’o algoritmas. I

‘
rodyti jo korektǐskuma

‘
ir i

‘
vertinti vykdymo trukme

‘
.

20. Priešsraučio stūmimo algoritmas
Priešsraučio stūmimo ir viršūnės kėlimo operacijos. Bendra procedūra.

21. Priešsraučio stūmimo algoritmas
I
‘
rodyti šio algoritmo korektǐskuma

‘
.

22. Priešsraučio stūmimo algoritmas
Išvesti šio algoritmo vykdymo trukmės i

‘
verti

‘
.

23. ,,Kelk priekin” algoritmas
Tinkamos briaunos ir tinklai. Viršūnės ǐskrovimo procedūra.

24. ,,Kelk priekin” algoritmas
Išvesti šio algoritmo vykdymo trukmės i

‘
verti

‘
.
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25. Grafu
‘
algoritmu

‘
taikymai

Dvidalio grafo suporavimas. Pasirinktinai pateikti dar viena
‘
pavyzdi

‘
.

25. Grafu
‘
brėžimas ir vizualizacija

Pagrindinės paradigmos. Fizikiniu
‘
modeliu

‘
panaudojimas.

Pastaba. Už teorini
‘
klausima

‘
gaunama iki 8 balu

‘
. Programavimo užduoties atlikimas

vertinamas dar dviem balais.


